Simulaatioharjoituksia mekaniikasta © Kari Peica 2020

VVPython 7




Sisdllysluettelo

1.

2.

S.

10.

10 ] 1572 1 1 R 2
DETERMINISTINEN JA STOKASTINEN SIMULAATIO....cciiiitieeiieeecetie et ernie s eeevs s s eeaa e 3
2.1, Kinematiikan perusteet simulaatioissa ..........eeeeeeeeeemremnnnneennemieeemnmeeeeeeeeeeemmsmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 3
2.2, limanvastukseton heittoliike (gravitaatiovoiman alainen) ..........cccceeeiiiiccireeeeriiicccsneeeeneeecccceeeeeneeeees 5
DYNAMIIKAN PERUSLAUSE SIMULAATION RATKAISUNA ...t 8
3.1. L 1Yo 11 o N 9
3.2, limanvastuksellinen Reittoliike .........eeeeveeeeeeeeeeeiieemeeninniiiiieniieieieeeeeeeeeeeeeniiesessessssssssssssssssssssssssssssssssss 11
3.3. Vuorovaikutusta VPython -simulaatioon widget-elementtien avulla.........ccccceeeiiiiiiiiiiiiiiiicccccccciecennn, 12
YMPYRALIKKEEN DETERMINISTISIA SIMULAATIOITA ..ottt 16
4.1. Ympyraliike koordinaattiakseleiden muodostamassa tasossa .......ccccceeeeeeeiieiiriesiesssssesessssssssssssssssssnnns 16
4.2, Kierretyn ratakdayran vektorifunktio (*) ......cceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesnssssssssssssssnsnnnnnns 18
4.3. Objektien kiertaminen VPythonin funktiolla rotate()........ccccceeirrrririiiiririsrsissssrsssssssssrsse s ssesnnes 20
LIIKEMAARAN MUUTOS JA IMPULSSI .....oviiiieiieciiceeeeeeeeee sttt sttt st st sae e enis 23
KIERTOLIIKKEIDEN STOKASTISIA SIMULAATIOITA. ...ttt eree e eevas s e naa e 24
6.1. Gravitaatiovoiman alainen kiertoliike ja lilkemaaran sailymislaki.........cccoooviriiiiiiiiiniiiiiniiiinsisisissssnnnnn, 24
6.2. IMa@-KUU SYSTEEMI .cceeveiiiiiiieieiiiiiieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsnnns 25
6.3. Satelliittien kiertoradat ja Runge-Kutta-Nystrom menetelma (**).....cccccceeveeiciiveeeeniisccccsseeneneeeeccnnnns 27
JAYKAN KAPPALEEN DYNAMITKKA «..eeeeeeeee ettt ettt eeeeee e eeneeaeeeseseeeeneeaeeseneesaneeaneesaneens 29
7.1. Kulmasuureet ja ratasuureet pyorimisliikkeiden kinematiikassa ja dynamiikassa ........ccccccceviiiinnnnenns 29
7.2. 3D heilahdusliikkeen stokastinen simulointi........cccccoeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin s 32
TORMAYKSIEN KASITTELY ...vviiviiieiecteetcete ettt et ete e ssasesasssbesstessessasssbessbessassnnssrnssassnnes 35
8.1. Pallon ja tason KOhtaaminen ........ococeeeeeiiiiiiiiieiccccnrrrrereeesses s e resnaesssee s s s e s nnnssssssssesssnnsssssssssssnnnnnssnnns 35
8.2. Impulssiperiaate ja pallomaisten kappaleiden kitkaton tormays .........cccoeeeeeeeecccciriireeeeersccenreeeeneeneeens 37
8.3. Pallomaisten kappaleiden kitkallinen tormays ........ccooeeeeeeeieiiiiiieiecrcccer e e s eeneee e e s s e e e e nannssnnns 39
8.5. Useiden kappaleiden tormayksien hallinnasta............eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeneeeeeeeeeeeeeeeeeeseeessssssssesssmssssssssn.s 41
KIRJALLISUUTT A ettt sttt ee e s s s s s e s e e e e e b s s s s s e e s e e e e e s s s e e e s e e e e e s saassseseennnnes 43
=1 = PP UPURPRNt 44

MEKANIIKAN SIMULAATIOT



1. Johdanto

Simulaatioiden harjoitusmateriaali kasittda tdman dokumentin lisdaksi siihen suunnitellut 15
harjoitusta, jotka on suunniteltu versiolle VPython 7. Harjoitukset kattavat mekaniikan keskeiset
aihealueet seka lisdksi jonkin verran ympyraliikkeen matematiikkaa. Harjoitukset ovat python
version 3.7.3 kooditiedostoja, joissa tarkemmat ohjeet, ymparisto ja alkuasetukset ovat valmiiksi
kirjoitettu. Koodi on heti ajettavissa, jolloin alkutilanne nahddan samalla. Toiminnan fysiikka pitaa
ohjelmoida seka myos tiettyja algoritmillisia ratkaisuja. Harjoitukset 1-5 sisaltavat kineettisen
simulaation ja ohjelmointiympariston perusharjoitteita, joten ne kannattaa tehda ensimmaiseksi.
Sen jalkeen harjoitusten aiheet etenevat fysiikan kannalta samalla periaatteella, mita tyypillisissa
oppikirjoissa asteittaisesti vaikeutuen. Harjoitukset 6, 7 ja 8 liittyvat kuitenkin vain ympyraliikkeen
matemaattiseen ohjelmointiin.

Harjoituskoodit on pyritty varustamaan runsailla suomenkielisilla kommenteilla. Koodi on
jasennetty niin, etta fysiikan teorian vaatima osuus erottuisi selkeasti VPython 7 -ymparistoon
liittyvista koodiosuuksista. Harjoituksissa myds edetdaan systemaattisesti kohti toisaalta VPython 7
-ympariston ja toisaalta koko mekaniikan alueen hallintaa. Materiaali sopii heti kaikille, joilla on
hyvat pohjatiedot ja taidot vektorilaskennasta ja mekaniikasta sekd ovat joskus hankkineet
perustaidot jollakin perinteisella ohjelmointikielelld. Jos edellda mainitut pohjatiedot puuttuvat
kokonaan, on materiaali vaativaa. Siina ei ole esitetty vektorilaskennan ja mekaniikan pohjatietoja
alusta lahtien kuten oppikirjoissa. Sekin kdy, ettd samalla opiskelee naita aiheita oppikirjoista.

Dokumentti harjoituksineen on vapaasti kdytettavissa “huvin vuoksi” harjoittelumateriaalina seka
myos kerho- tai opetusmateriaalina julkisissa oppilaitoksissa. Materiaalin julkaisemiseen ja
kaupalliseen kayttoon tulee saada lupa allekirjoittaneelta.

Dokumentin taustahistoriaa

Materiaali tdhdan dokumenttiin on syntynyt hiljalleen vuosien saatossa. Toimiessani Rovaniemen
(my6hemmin  Lapin) amk:ssa  matemaattisten aineiden opettajana, tuli monien
uudistusmyllakdiden yhteydessd tarve wuudistaa myods fysiikan opetus tietotekniikan
insindoriopiskelijoille enemman ohjelmointia tukevaksi. Vanha ”paperifysiikka” ei tukenut
ohjelmointitaitojen kehittymista.

Tuohon aikaan noin vuoden 2012 tienoilla aika monissa tekniikan alan kouluissa otettiin kaytt66n
pelifysiikan nimisia fysiikan kursseja ja tatd nimea kaytettiin myos Rovaniemelld. Uusi kurssi vaati
myos tdysin erilaisen oppimisympariston. Tuolloin kollegani Jouko Teeriaho |6ysi VPython
ohjelmiston (Visual Python moduuli), joka osoittautui erittdin soveliaaksi ymparistoksi fysiikan
perusteiden opiskeluun simulaatioiden avulla. Joukon osalle tuli englanninkielisen
koulutusohjelman pelifysiikan kursin kehittdminen ja mind vastasin suomenkielisestd. Nyt
valmistunut dokumentti sisdltdd entisen opetusmateriaalini lisdksi paljon taydennettya
materiaalia, jota on syntynyt oman mielenkiinnon ja harrastukseni pohjalta. Lisdksi tassa valissa
VPython 6 on vaihtunut VPython 7:ksi, ja ndma ymparistot eivat ole yhteensopivia. Materiaali
l6ytyy kokonaisuudessaan web-sivuiltani http://www.kpeisa.fi/simulaatiot/.
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2. Deterministinen ja stokastinen simulaatio

2.1. Kinematiikan perusteet simulaatioissa

Kinematiikan lait

Tasainen like r="7y+ vyt
Tasaisesti kiihtyva v="7,+at
liike

Ty, ja Uy ovat alkunopeuksia, t = juokseva aika

Simulaatiot toteutetaan tassa dokumentissa kahden periaatteeltaan erilaisen menetelman avulla,
joita kutsun erotukseksi nimilla deterministinen ja stokastinen simulaatio. Menetelmat eroavat
toisistaan kuitenkin vain algoritmillisesti. Mallinnuksessa kummassakin kaytetdaan samoja fysiikan
ja matematiikan lakeja. Usein simulaatio voidaan myds toteuttaa molemmilla tavoilla.

Deterministisessa simulaatiossa me voimme muodostaa ajasta riippuvan vektorifunktion
r(t) = (x(t),y(t),z(t)), joka kertoo kappaleen paikan r kullakin ajan hetkelld t. Aika juoksee
simulaatiossa pienin hyppayksin eteenpéin. Tama merkitdédn ohjelmoinnissa t =t + dt tai
myds t+= dt, milla tarkoitetaan, ettd ajan edelliseen arvoon lisatdan dt. Kappaleen paikka
lasketaan kullakin ajanhetkella saman vektorifunktion 7(t) avulla.

obj.pos = 7(t)
t+=dt

Stokastisessa simulaatiossa me tiedamme kullakin ajanhetkella vain kappaleen paikan ja
sen, miten kappaleen kiihtyvyys ja nopeus tuossa tilanteessa voidaan laskea. Edellisten avulla
kappaletta siirretdén joko tasaisen tai tasaisesti kiihtyvan liikkeen periaatteella eteenpéin
pienen ajanhetken dt verran seuraavaan paikkaan. Tdma menetelmd noudattaa nk. Eulerin
algoritmin periaatetta, jota kaytetddn myos differentiaaliyhtaldiden numeerisissa ratkaisuissa.
Kappaleessa 6. C. ja liitteessa 2 tutustutaan myots tarkempaan Runge-Kutta-Nystrom -
menetelmdan simulaatioiden ratkaisuna. Kappale on merkitty kahdella tahdella, mika
merkitsee, ettd siind kaytetddn matemaattisesti vaativampia menetelmid kuin muissa
dokumentin kappaleissa.

Stokastisessa simulaatiossa kussakin pysdahdyskohdassa lasketaan kappaleen kiihtyvyys (ellei
ole vakio) ja nopeus aina uudestaan, ja ndiden perusteella siirrytddn seuraava askel eteenpadin
joko tasaisen tai tasaisesti kiihtyvan liikkeen periaatteella. Esimerkiksi, kun kiihtyvyys a =
vakio, lasketaan uusi sijainti kaksivaiheisen algoritmin mukaan

obj.vel += a = dt 1. paivitetdan ensin uusi nopeus
obj.pos += obj.vel x dt + %E x dt? 2. péaivitetddn kappaleen paikka
t+=dt
Deterministinen algoritmi voidaan vyleensa aina muuttaa stokastiseksi, kuten seuraava

esimerkkikin osoittaa. Toisinpdin tilanne ei ole ollenkaan sama kuten esimerkiksi useiden
kappaleiden térmayssimulaatioissa.
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Esimerkki 1. Koordinaatistossa 1 yksikk® vastaa 1 metrid. Tunnetaan kolme pistettd A =
(—30,20,0), B = (—30,—20,0) ja € =(0,0,0). a) On luotava paikkaan A pallo 1, joka siirtyy
vakionopeudella 5.0 m/s linjan AC suuntaisesti b) On luotava paikkaan B pallo 2, joka siirtyy
alkunopeudella 1.5 m/s ja vakiokiihtyvyydella 2.0 m/s? linjan BC suuntaisesti.

Deterministinen ratkaisu

# Liikkeiden alku- ja pédtepisteet
h=vector(—-30,20,0)

B=vector (-30,-20,0)

C=wector (0,0,0)

# Ykzikkdvektorit A:sta C:hen ja B:std Cihen
sl0=norm(C-A)
s20=norm(C-B)

# Pallot ja niiden alkuarvojen alustus
balll=sphere (pos=A,radius=l, color=color.red)
wvelocityl=5%s10

kallZ2=sphere (pos=B,radius=1l,color=color.blus)
initVelocity2=2%320

acceleration2=1.5%320

# Simulaatiocaskel ja -luuppi
t=0

de=0.01

while ({1):

rate (100) # simulaation tajuu
if balll.x < C.x : # pysdhtymisehto
kalll.pos = A + welocityl*t
if ball2.x < C.x : # pyssdhtymisehto
kall2.pos = B + initVelocity2*t +0.5%acceleration2#*t**2
c+=dt

Stokastinen ratkaisu

$# Liikkeiden alku- ja péitepisteet
A=wector (-30,20,0)

B=vector (-30,-20,0)

C=wvectox (0,0,0)

# Yksikkdvektorit A:sta C:hen ja B:std C:hen
sl0=norm(C-A)
s20=noxrm(C-B)

# Pallot ja niiden alkuarvojen alustus
balll=sphere (pos=h, radius=1, color=color.red)
welocityl=5*s10
ballZ=sphere (pos=B, radius=1, color=color.blue)
kall2.velocity=2%s20
kall2.acceleration=1.5*%s320

# Simulaatiocaskel ja -luuppi
t=0
de=0.01
hile {1}):
rate (100) # simulaation tajuus

if balll.x < C.x : # pysdhtymisehto

kalll.po=s += wvelocityl¥*dt
if ball2.x < C.x : # pysdhtymisehto

kball2.velocity += bkall2.acceleration*dt

ball2.pos 4= ball2.wvelocity®*dt + 0.5%ball2.acceleration*de**2
t+=dt
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Deterministista ja stokastista menetelmaa voi havainnollistaa myos oheisilla kuvioilla.

54 v="ty+ul 51
(L v
4 4 v =adt 1 .
h 1 2 vT=0t | s1=5a di?
§1=—-at” <
‘}
3 ‘f"“‘ﬂfﬂl’—‘l [ 3
1 5 s+ =wvdl
by 2 s =l + 3 at” vy 2
| Sy =wvdf
So =1yt - [ |
1 -— 1
| 0 . | | 0 .
-1 01 2 3 4 5 4 6 7 -1 0 T 2 3 4 5, 6
-1 R
Kuva 1. Deterministinen  (vas.) ja stokastinen (oik.) menetelmda (t,v) -

koordinaatistossa

Kuvasta 1 ndahdaan, ettd kun dt on pieni, on paikan paivityksessa %E * dt? ~ 0. Useimmiten ei
huomaa eroa, jos kyseisen termin jattda kokonaan pois. Tall6in liikettd mallinnetaan aika-
askeleella dt  tasaisen nopeuden periaatteella. Kun tarvitaan mahdollisimman tarkkaa
approksimaatiota todelliselle kdyttaytymiselle, kdytetaan Eulerin menetelman sijasta Runge-Kutta-
Nystrom -menetelmaa (Liite 2).

Tee harjoitukset 1, 2

2.2. lImanvastukseton heittoliike (gravitaatiovoiman alainen)

IImanvastukseton heittoliike on yhden voiman, gravitaatiovoiman, aiheuttamaa tasaisesti kiihtyvaa
m

liikettd, jonka vakiokiihtyvyys on maan vetovoiman kiihtyvyys g = 9.81 = ja suunta kohtisuoraan

alas. Siten mitaan uutta fysiikan teoriaa edelliseen kappaleeseen nadhden emme sen simuloimiseen
tarvitse. Sen sijaan joudumme turvautumaan trigonometriaan alkuarvojen laskemisessa.

2D heittoliikkeen alkuarvojen laskeminen, kun kappale heitetaan ilmaan

alkunopeudella v heittokulmaan a € [0,%]

Vox= Vo c0s(ag)

Voy= Vg Sin(ay)

Alkunopeus siten

Vo= (Vox, Voy)

MEKANIIKAN SIMULAATIOT



Kun siirrytdan 3D heittoliikkeeseen, meiddan tulee nousukulman « lisdksi tietada alkunopeuden
suunta maan pinnan tasossa, joka VPythonissa on oletusarvoisesti xz-taso. Tama suunta on sama,
jonka nopeusvektori projisoi xz-tasolle. Tama suunta voidaan esittdd yksikasitteisesti
trigonometristen funktioiden perusominaisuuksiin nojautuen kayttamalla kiertokulmaa ¢ € [0,27]
(tai vaihtoehtoisesti ¢ € [—m, m]). Alla olevan 3D-koordinaatistokuvan mukaisten suorakulmaisten
kolmioiden avulla voidaan laskea alkunopeuden komponenttien suuruudet kulmien a ja ¢ avulla
seka muodostaa alkunopeusvektori kaikissa mahdollisissa nousukulmissa ja xz-tason suunnissa.

3D heittoliikkeen alkuarvojen laskeminen, kun kappale heitetddn ilmaan
alkunopeudella vy nousukulmaan @ € [0, g] ja suuntaan @ € [0, 2m].

Nousukulma @ kiertyy xz-tasosta pos. y-akselin suuntaan ja suuntakulma @
z-akselista vastapdivadn katsottaessa pos. y-akselin suunnasta kohti origoa.
Vox= Vg cos(ay) sin(¢)

v 0y 0

Voz= Vg cos(ay) cos(p)

Voy= Vg sin(ay)

e3>

Alkunopeus siten

Vo= (Vox, Yoy Voz)

Alkuasetuksien jdlkeen itse heittoliikkeen mallinnus on yhtd helppo kuin suoraviivaisenkin
tasaisesti kiihtyvan liikkeen tapauksessa. Lentoradan muodostuminen, kun kiihtyvyys on vakio,

noudattaa samoja kinematiikan lakeja riippumatta alkunopeuden ja kiihtyvyyden keskinaisista
suunnista. Tama selvida sitten dynamiikassa, miksi ndin on.

Esimerkki 2. Pallo heitetdan alkunopeudella 30 m/s origosta 70 asteen nousukulmassa
suuntaan, joka on z-akselista 210 astetta vastapaivaan. Simuloi pallon ilmanvastukseton liike.
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visual

#Foordinaatisto, jotta 3D kliike woidaan havainnoida
arrow (pos=(0,0,0), length=20,axis=(1,0,0), shaftwidth=0.5,color=color.blus)
arrow (pos=(0,0,0), length=40,axis=(0,1,0), shaftwidth=0.5,color=color.red)

arrow (pos=(0,0,0), length=20,axis=(0,0,1l), shaftwidth=0.5,color=color.green)

kall = sphere(pos=(0,0,0), radius=l, color=color.red,make trail=Trus)
¥ Vakiot

g=vector (0,-9.81,0)

wO=30

alphal=radians (70)
fii=radians(210)

# Alkunopeuden mddritys
vix=v0*cos (alphal) *sin(fii)
viz=v0*cos (alphal) *cos (£ii)
vOy=v0¥*3in (alphal)
ball.wvelocity=vector (vix, vly,wv0z)

# toistoluuppi

de=0.01
(1):
rate (100)
(ball.y>=0):

ball.wvelocity 4= g¥*dt
ball.pos += ball.velocity *dt

Kuva 2. Esimerkin 2 ajo. Pallon jadlki saadaan asettamalla pallon konstruktorissa
attribuuttimake trail=True.

Tee harjoitus 3
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3. Dynamiikan peruslause simulaation ratkaisuna

Kun Fon kappaleeseen vaikuttava voima (tai kaikkien voimien

vektorisumma) on kiihtyvyysvektori @ aina voiman F suuntainen, koska

dynamiikan peruslauseen mukaan Z F -
=m

Kappaleen nopeus jo paikka voidaan pdivittaa voiman ja sité kautta
lasketun kiihtyvyyden avulla approksimoiden liiketté pienilla tasaisen tai

tasaisesti kiihtyvan suoraviivaisen likkkeen aikahyppayksilla.
v

,ff_. a l//ﬁQ ‘\'_
28 P

\

F

Kun Eulerin algoritmin mukainen menetelma toteutetaan dynamiikan peruslakiin nojautuen,
saadaan seuraava algoritmi, joka pitaa laskea simulaation luupissa:

Laske kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima Y. F
Laske kiihtyvyys @ = Y. F /m

Paivita nopeus v+= adt

Pdivita paikka pos += v dt

2l S\

Kun simulaatioluupin kullakin kierroksella on tiedossa kappaleen, jonka massa on m, sen hetkinen
paikka, seka voidaan laskea kappaleeseen vaikuttavien voimien resultantti, voidaan ylla olevalla
algoritmilla approksimoida kappaleen seuraava paikka pienen ajanhetken dt jalkeen, ja jatkaa
toistoluuppia alusta.

Tama mahdollista monien uusien kineettisten ilmididen simuloinnin jopa sellaisten, joissa
deterministisen vektorifunktioon perustuvan ratkaisun I6ytaminen on mahdotonta.
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3.1. Kitkavoima

Tassa kasitellaan liukumis- ja vierimiskitka. Niiden suuruus voidaan laskea materiaaleista riippuvan
kitkakertoimen u ja pintojen valisen puristusvoiman N eli normaalivoiman avulla. Taman suuruus
riippuu tarkasteltavissa tilanteissa kappaleen painovoimasta F ja kaltevuuskulmasta a.

Vaakasuora alusta
A N=F; F,+N+F;=ma

Koska N + F; =0,
dynamiikan peruslain
mukaiseksi litkeyht&ldksi

= tulee
F,
 — _
F,=maeli
v FG =m g a= F'u/m

Kitkavoiman suurwus f, = uN =pumg

Kitkavoima=suuruus*suunnan yksikkévektori

Fy=-umg?°

Kalteva alusta
N =Fg, F,+N+F;=ma

Koska N + F'Gy =0,
on liikeyhtals:

F#+F5x=‘mﬁ

Painovoiman projektio tason suunnassa  F;,, = m g sin(a)

Painovoiman projektio kohtisuoraan tasoa vqstcanFGy =mg cos(a) =N

Kitkaveoima F'# =—uND°=—um g cos(a)?°

Pysahtyminen kitkavoimien aiheuttamana

Kun kappale hidastuu kitkavoiman aiheuttamana, tulee hetki, jolloin kappaleen pitdaa pysahtya.

Simulaatiossa voi joskus kappaleen liike jatkua pysdahtymisen jalkeen taaksepain kiihtyvalla
nopeudella. Tama johtuu siitd, ettd simulaation laskennassa nopeus pienenee askelittain ja ei
valttamatta saa koskaan arvoa nolla, vaan “hyppaa” suoraan negatiivisiin arvoihin.

Edellinen on tyypillinen algoritmillinen ongelma, joita fysiikan simulaatioissa tulee usein vastaan.
Ongelma voidaan korjata useallakin tavalla. Hyvin toimiva yleinen keino on maaritelld pienin
kynnysarvo nopeuden muutokselle, jonka jalkeen nopeus asetetaan pysyvasti nollaksi.
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Toisinaan voi myds voimien suuntien avulla selvittaa pitaako nopeus asettaa nollaksi. Esimerkiksi,
jos kitkavoiman suunta lasketaan geometrian perusteella niin, etta sen suunta ei muutu kappaleen
nopeuden muuttuessa, voi pysahtymishetken maaritelld vektoreiden pistetulon avulla. Kun
nopeusvektorin ja kitkavoiman valinen pistetulo on negatiivinen, on se merkki siitd, ettad niiden
suunnat ovat vield vastakkaiset (vektoreiden valinen kulma on tylppa, kts vektorilaskenta alla).
Toistoluupissa tulee laittaa ehto, jossa kitkavoiman vaikutus huomioidaan vain, jos sen ja
nopeuden vélinen pistetulo on negatiivinen.

=2

F, - 7<0oF, N7,

cosa
merkkikaavio
a 4

Ql

v
)

W
NI

b
a-b=a.b,+a,by,+a,b, =al|b|cosa
a-b
cosa = ——
|al|b|

Tee harjoitus 4
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3.2. llmanvastuksellinen heittoliike

Empiirinen kaava ilmanvastukselle
F, = —bv?7°, b=05CpA
Painovoima

Fo=mg

Kokonaisvoima

F=F,+F,

C = muotokerroin
p = ilman tiheys
A = poikkipinta-ala lilkesuuntaan néhden

IImanvastuksen laskeminen perustuu empiirisiin kaavoihin, joista ylla on esitetty Newtonin
vastuslaki valiaineen (ilman) vastukselle riittdvan suurilla nopeuksilla. Se on karkeasti ottaen
voimassa, kun nopeus on niin suuri, ettd kappaleen pinnalle muodostuu turbulenssia. Vastuksen
tarkka laskeminen on vaikeaa, koska sen suuruus riippuu oleellisesti turbulenssin kehittymisesta.
Muotokerroinkaan C ei ole vakio, vaan riippuu kappaleen muodon lisaksi valiaineen materiaalisista
ominaisuuksista seka virtausnopeudesta.  Alhaisemmilla nopeuksilla valiaine virtaa liikkuvan
kappaleen pinnalla laminaarisesti, jolloin vastus on suoraan verrannollinen vain nopeuden 1.
potenssiin.

IImanvastuksen suunta on aina vastakkainen kappaleen nopeuteen ndhden. Nopeus puolestaan
muuttaa jatkuvasti suuntaansa. Taman vuoksi ilmanvastuksellisen heittoliikkeen mallintaminen
deterministisesti on hyvin vaikeaa. Eulerin menetelmailld ilmanvastuksellista heittoliiketta
voidaan kuitenkin approksimoida helposti sivulla 7 olevan algoritmin avulla.

IImanvastuksen laskemisessa kuten hyvin usein fysiikan vektorisuureiden laskemisessa kaytetdan
periaatetta: fysiikan kaavan avulla lasketaan suureen suuruus, joka muunnetaan oikean
suuntaiseksi ja suuruiseksi vektoriksi sopivan yksikkovektorin avulla. Yksikkovektorilla
kertominen ei muuta lasketun suureen suuruutta. lImanvastuksen suuruus lasketaan Newtonin
vastuskaavan avulla ja suunta saadaan sen hetkisen nopeusvektorin vastayksikkdvektorista —v°.
Kaavassa kaytetdan nopeusvektorin neliotd, joka saadaan laskettua pituuksien tulona tai myos
vektoreiden pistetulona ¥? = |9|?> = ¥ - U (pistetulo, kts. sivu 10). VPythonissa edellinen voidaan
laskea myds funktion mag2 () avulla.

Yleisesti kdytettavat vakiot ilmanvastuksen laskemisessa:

C =1, tasapaksu levy kohtisuorassa ilmavirtausta vasten
C=0.5, pallo

C = 0.06, putoava pisara

C =0.2-0.4, henkildauto

kg . o yept ° .
p =129 = (NTP-tilassa lampdtila 0 °C, paine 1 013 hPa)
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3.3. Vuorovaikutusta VPython -simulaatioon widget-elementtien avulla

VPythonin simulaatiossa on usein tarve kokeilla simulaatiota erilaisilla alkuarvoilla seka tulostaa
suureiden arvoja simulaation ollessa kdynnissa. Tahan tarkoitukseen on mahdollista kayttaa
graafisia widget -elementteja. Alla olevissa koodilistauksissa kasitelldaan esimerkkia widget -
elementtien ja tekstikehyksen (label) kdytdstd simulaation vuorovaikutteisuuden lisdamiseen.
Widget -elementeiksi voidaan lisaitd mm. painikkeita (button) ja liukusddtimid (slider) ja
valintamenuja (menu). Elementeille tulee maaritelld tapahtumankdsittelijifunktiot. Parhaiten
naiden hyddyntamisen oppii kopioimalla harjoituksissa valmiina olevia koodilohkoja ja tekemalla
niihin tarpeelliset muutokset omiin tarkoituksiinsa. Tarkoitus ei ole perehtya syvallisemmin nadiden
graafisten elementtien ominaisuuksiin.

VPython 7:ssa simulaatio toteutetaan selainohjelman sivulla. Widget -elementit sijoittuvat aina
web-sivulla varsinaisen simulaatioikkunan yla- tai alapuolelle. Myo6s erilaiset graafit (graph)
sijoittuvat simulaatioikkunassa web-sivun align -komentojen mukaisesti joko vasemmalle tai
oikealle.

Tekstikehykset (label) mahdollistavat muutettavien alkuarvojen sekd simulaatioluupissa
laskettavien muuttujien arvojen tulostuksen reaaliaikaisesti naytolle (Kuva 3.). Tekstikehyksen
madrittelyssa kannattaa kayttaa erillista funktiota, jolla paivittaa sisaltéa alla olevan
koodiesimerkin mukaisesti. Huomioitavaa on, ettd widget-elementtien arvot nakyvat
tekstikehyksessa reaaliaikaisesti vain, jos niille on sidottu (bind) tapahtumankasittelijafunktio.

#tekstikehys ikkunaan ja sen pdivitysfunktio
textlLabel = label (pos=vector (0,20,0))
updTextLabel (txtlabel) :
text= "\nNousukulma: %.0f astetta" % sliderl.value
text += "\nlLahtonopeus: %.1f m/=" % sliderZ2.wvalue
text += "\nl 3f kg" % slider3.value
text += "\n! m" % sliderd.value
text += "\nVaakasuuntainen pituus: %.1f m" % (ball.pos.x-start.x)
txtlabel.text=text

Simulaation toistoluupissa tekstikehys padivitetaan kutsumalla funktiota updTextLabel ().

rate (100)

$# tekstikehyksen padivitys ndytdlle
updTextLabel (textLabel)

MEKANIIKAN SIMULAATIOT



IImanvastuksellinen heittoliike

Nousukulma: 50 astetta
Lahtonopeus: 27.0 m/s
Massa: 1.500 kg
Sade: 0.16 m
Vaakasuuntainen pituus: 38.1 m

Aseta |&htdkulma (0-90)asteissa Aseta |3hténopeus (5-35)m/s Laukaise | Aseta massa (50 -1500) g Aseta s&de (4 -50) cm

Kuva 3. Simulaatioikkuna, jossa tekstikehys, seka widget-elementit

Tekstikehyksen text-elementin tulostus noudattaa yleista print() -lauseen Python-syntaksia. Tallin
voi tulostaa muuttujien arvoja monella tapaa, esimerkiksi merkkijonona

text="Muuttujan x arvo = " + str(x)
Talléin muuttujan x esityksen muotoilu voi olla pettymys. Mikadli haluaa tulostaa reaaliluvut
halutulla muotoilulla, voi kdyttdda arvon tyypin esittelyd (i tai d kokonaisluku, f liukuluku)

vhdistettynad esityksen tarkkuuteen operaattorin % avulla esim. seuraavasti (liukuluku, 1
desimaalin tarkkuus):

text="Nopeuden v suuruus = %.1f m/s” % mag(v)

Widget-elementit ovat sisdanrakennettu moduuliin VPython 7, joka ladataan koodin alussa.
Oheiset kaksi rivia tulee olla kaikissa taman dokumentin harjoituksissa

future division # (3/2=1.5 =i 1)
interaktiivinen grafiikka
vpython *

Ensimmainen rivi huolehtii siitd, ettd kokonaislukujen jakolaskuperiaatetta ei noudateta kuten
kommentista ilmenee.

Jos paaohjelman funktioissa viitataan paaohjelmassa maariteltyyn muuttujaan, tulee se esitelld
maareelld (kts. koodilistaus jaljessd). Muutoin Python ylikirjoittaa muuttujasta paikallisen
muuttujan, jonka arvo ei vility pddaohjelmaan eika ohjelmoija sita valttamatta havaitse. Ongelma ei
valttamatta esiinny oliotyyppisilla muuttujilla, mutta turvallisinta on aina edellisessa tilanteessa
kayttaa maaretta

Samoin tulee olla tarkkana, ettd kaikki tapahtumankasittelijafunktion tekemat muutokset tulevat
myo6s simulaation toistoluupissa huomioiduksi. Esimerkiksi koodilistauksessa gravitaatiovoima
voidaan paivittda widget-ikkunan shot -painikkeen tapahtumankasittelijassa paaohjelman
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toistoluupin sijasta, koska se on vakioarvoinen massan ollessa vakio toistoluupissa. Sen sijaan
ilmanvastus tulee laskea toistosilmukan jokaisella kierroksella.

Liukulukujen ja painikkeiden tapahtumankasittelyssa on jarkevaa asettaa simulaatio jonkinlaiseen
aloitustilaan. Talléin kannattaa rakentaa erillinen funktio setStart (), jossa tama tehdaan ja
jota voidaan kutsua kaikista tapahtuman kasittelyn funktioista. Huomaa, ettad jalkimmaisille
annetaan aina muodollinen argumentti evt (event = tapahtuma), jota ei tarvitse kuitenkaan
mitenkadn kasitellda. Sen hoitaa kayttojarjestelma, joka “kuuntelee” jatkuvasti elementtien
l[ahettamia viesteja ja reagoi suorittamalla tapahtuman kasittelyfunktion.
Tapahtumankasittelijafunktiossa ei valttamatta tarvitse olla mitdaan toimintaa, mutta funktion
olemassaolo vaaditaan esimerkiksi paaohjelman tekstikehyksen paivityksessa, kuten edella
mainittiin.

def setStart():
ylobal start,ball
ball.pos=start # Glcbaalin muuttujan arven lukeminen
ball.acceleration=vector (0,0, 0)
ball.velocity=vector(0,0,0)

### Tapahtuman kisittelyfunktiot
# setAngle(evt) muuttaa sliderl:n mukaisesti nousukulmaa
def setAngle(evt):

setStart ()
# setSpeed(evt) muuttaa sliderZ:n mukaisesti lahtonopeutta
def setSpeed(evt):

setStart ()

Button-painikkeella laukaistaan pallo liikkeelle ja samalla luetaan liukusdatimien arvot seka
lasketaan heittoliikkeen alkuarvot.

# shot() ampuu pallon liikkeelle painikkeesta shotButton ja asettaa heiton alkuarvot
def shot (evt):
7lobal Fgravitation, ball
setStart ()
Fgravitation=ball.mass*vector(0,-9.81,0)
angleO=radians(sliderl.value) # huom! paik. muutt.
v0mag=slider2.value # huom! paik. muutt.
vy=vOmag*sin(angle0) # huom! paik. muutt.
vx=v0Omag*cos (angle0) # huom! paik. muutt.
ball.velocity=vector (vx,vy,0)
ball.acceleration=vector(0,-9.8,0) #Asetetaan vetovoima padlle

Varsinaiset widget-elementit maéritetdaan alla olevan koodiesimerkin mukaisesti. Elementit
asettuvat html-sivulla jarjestykseen vasemmalta oikealle sitd mukaa, kun ne méaaritelldan.

# tekstit, liukusdidtimet ja painike asettuvat web-sivun alareunaan (caption)

# Jjadrjestyksessd vasemmalta oikealle

wtext (pos=scene.caption anchor, text="Aseta ldhtdkulma (0-90)asteissa’)

sliderl=slider (pos=scene.caption anchor,bind=setAngle,min=0,max=90, step=1,
bottom=10, top=10, length=100)

wtext (pos=scene.caption anchor,text="Aseta lahtdnopeus (5-35)m/s'")

sliderZ2=slider (pos=scene.caption anchor,bind=setSpeed, min=5,max=35, step=1,
bottom=10, top=10, length=100)

shotButton=button (pos=scene.caption anchor,bind=shot, text="'<h3>Laukaise</h3>",
color=color.blue)
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Liukusaatimien min ja max arvot ovat liukulukuja. Jos ne pitaa laskennassa muuttaa eri yksikdiksi,
tulee muutos tehda siind vaiheessa, kun arvoa kysytaan value-attribuutilla. Edellinen voi olla
joskus tarpeen, jos liukusaatimissa halutaan antaa kayttdjalle saadettavaksi sopivia yksikkdja kuten
esimerkiksi pallon sdade, joka annetaan cm:na, mutta laskennassa tulee kayttaa metreja.

Huom! Virheiden vdlttdmiseksi kannattaa aina muuntaa kaikkien kaavoihin sijoitettavien
suureiden yksikot Sl-jdrjestelmdn mukaisiksi perusyksikéiksi, jolloin kaavan tuloksena laskettavalle
suureelle saadaan myads perusyksikké.

Tee harjoitus 5
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4. Ympyraliikkeen deterministisia simulaatioita

Seuraavissa kappaleissa 4.A, 4.B ja 4.C tarkastellaan erilaisten kiertoliikkeiden deterministista
maarittamista koordinaatistossa. Kappaleissa 4.A ja 4.B kasitelladn matemaattista perustaa sille,
miten vektorifunktioilla 7(t) = (x(t), y(t),z(t)) saadaan aikaan massapisteiden ympyraliikkeita.
Kappaleessa 4.C tarkastellaan VPython ympariston sisdanrakennetun funktion rotate ()
toimintaa.

4.1. Ympyraliike koordinaattiakseleiden muodostamassa tasossa

Ympyraliike saadaan simuloitua vektorifunktiolla samalla periaatteella, jolla trigonometriset
funktiot sin ja cos maaritelldadan yksikkoympyrdssa. Alla esimerkki ympyréliikkeestd, jossa
massakappale kiertda tasaisesti keskipisteen (xg, vy, Zg) ympari x- ja y-akseleiden suuntaisessa
tasossa, etdisyydella R ja vastapdivaan katsottuna z-akselilta kohti origoa.
YA
xy- tason suuntaisesti tapahtuva !
tasainen ympyrdliike, joka
hetkella t=0 alkaa kehdn
pisteesta

P

(xo + R, ¥0, 2p)

_ k-
P =kp+ 7 = (x4, Y0, %) + R * (cos t,sint, 0) (X0, Yo, 20).~
“”z

# vPython
ball.pos = vector (x0,y0,z0) + R*vector(cos(t),sin(t),0)
t=t+dt

Kun halutaan vaihtaa tason muodostavat akselit, tapahtuu se vaihtamalla trigonometristen
funktioiden paikkaa. Kun halutaan muuttaa kiertosuuntaa, vaihdetaan argumentin t etumerkki.
Kun halutaan muuttaa kierron aloituskohtaa, tapahtuu se lisaamalla sopiva vaihekulma ¢
trigonometristen funktioiden argumenttiin.

pos(t) = (xg,Y0,2p) + R * (cos(+t + @), sin(+t + ¢),0)

Usein simulaatiossa tulostetaan myos virtuaaliaikaa, jonka parametri t ilmoittaa. Silloin on usein
tarve saada ympyraliikkeen kiertonopeus sopivaksi halutun kiertoajan T suhteen kuten esimerkiksi
kuun kiertoaika maan ympari. Tama toteutetaan ajan t sopivalla kertoimella. Olkoon esimerkiksi
kiertoaika tunnettu arvo T. Nyt tiedetdan, ettd parametrin t saadessa arvon T, on tapahtunut yksi
taysi kierros. Talldin kertoimen ja parametrin t tulon on saatava arvo 2m. Nain ollen
ympyraliikkeen hienosaato voidaan tehda seuraavasti:

21 ) 21
(cos(+—t +¢),sin(t—t +¢),0)

Virtuaaliajan ja todellisen reaaliajan tdasmadaminen riippuu jonkin verran jo tietokoneen
laskentatehostakin. Mutta likipitden oikean suhteen voi sdataa simulaation toistoluupissa olevalla
pakollisella rate (N) funktiolla, jossa argumentti N maaraa jokaisen toistokierroksen viiveen
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vahimmaismaaran muodossa % sek. Eli, jos dt = 0.01 sek, kannattaa asettaa N = == 100,

mikali haluaa reaaliajan toteutuvan my®os virtuaalisesti kuvaruudulla.

Yhdistettyjen liikkeiden, joissa ympyraliike on mukana, mallinnuksen perusidea on seuraava:

1. Maarita ympyraliikkeen kierrosaika T
2. Maidrita ympyriliikkeen siade, keskipisteen kp alkupaikka sekd kuvattavan
kehipisteen P alkupaikka (vaihekulma ¢) ympyralld
3. Muodosta kehipisteen P ympyriliikkeen ratakayran yhtilé muodossa
P(t) = kp(t) + 7(¢),

missa kp(t) = (x(t), y(t), z(t)) mallintaa keskipisteen etenemisliiketti (joka voi
olla myos ympyréaliikettd) ja 7(t) mallintaa ympyraliikettd edelld olevan

keskipisteen ympari. Ympyraliikkeessa ajalla t on kertoimena 2?71 kuten edella tuli
esille.

Esimerkiksi kun yhdistetdan keskipisteen etenemisliike ja ympyraliike saadaan vierimisliike.

Alla esimerkki xy-tasossa tapahtuvasta vierimisestd, jossa nopeus v,4;, on ratanopeus, joka
on laskettu keskipisteessa sijaitsevan koordinaatiston suhteen.

P(t) =kp(t) +7(t) =

2nR 21 - 2m
Xg — Tt' ¥, 0]+ R(cos(?t) , sm(? t),0)

o |Pratal = Vetenl

Ylla keskipisteen etenemisliikkeessa ajan t kerroin tulee kaavasta s = v * t, missa nopeus saadaan
siitd, kun ajassa T keskipiste etenee matkan 2nR.

Vihje harjoitukseen 7. (kts. seur. sivu): Tarkastellaan tilannetta, jossa sisdympyra vierii
ulkoympyran kehalld, joka voi myds vierida omalla alustallaan. Talléin sisa- ja ulkoympyran
sivuamispiste kiertda ulkoympyran keskipistettd samassa vaiheessa keskipisteen kanssa. Kun
sisdympyran keskipiste on kiertanyt tayden kierroksen ulkoympyran keskipisteen ympari, on itse
asiassa sivuamispiste kiertanyt myos tdayden kierroksen sisdympyran keskipisteen ympari (vaikka
liikkuukin ulkoympyran kehalld). Tama merkitsee, ettd vierivin ympyrdn etenemisnopeus eli
sisdympyrén keskipisteen ratanopeus ulkoympyrin keskipisteen suhteen on yhtd suuri kuin
sivuamispisteen ratanopeus sisdympyrdn keskipisteen suhteen, joka on kahden ratanopeuden
summa (tai erotus). Edellisestd saadaan laskentakaava keskipisteen ja sivuamispisteen
kulmanopeudelle.
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Kuva 4. Helium-atomin malli ja ympyrdradan sisakehalla ”vierivda” kehapisteiden
joukko. Tee harjoitukset 6 ja 7

Mielenkiintoinen kysymys on, voidaanko edelld oleva deterministinen ympyraliikkeen algoritmi
muuttaa stokastisella periaatteella toimivaksi niin, ettei vektorifunktiota ja kokonaisaikaa t kayteta
paikan maarityksessa. Tama voidaan toteuttaa keskihakukiihtyvyyden eli normaalikiihtyvyyden
avulla

a, = —.
n r

Normaalikiihtyvyyden suunta on koko ajan kohti keskipistettd, ja sen avulla paivitetdan kappaleen
nopeutta. Deterministinen ratkaisu on hyvin vakaa ja tarkka, mitd ym. stokastinen ratkaisu ei
valttamatta ole. Toisaalta reaalimaailmassa yleisemmin joudutaan simuloimaan ratakayrid, jotka
eivat ole ympyroita. Silloin normaalikiihtyvyys on simulaatiossa valttamaton.

4.2. Kierretyn ratakayran vektorifunktio (*)

Edella ympyraliikkeita on tarkasteltu vain erikoistapauksissa, joissa liike tapahtuu kahden
koordinaattiakselin muodostamassa tasossa. Tassa tarkastellaan yleisesti minka tahansa
vektorifunktion 7(t) = (x(t),y(t),z(t)), missa t on virtuaaliaika, madaritteleman ratakdyran
kiertymista jonkin kiertoakselin suhteen. Aluksi tarkastellaan kiertymista koordinaattiakseleiden
suhteen. Kierto voidaan kuvata yhtaléryhmasta satavalla matriisilaskennan esitykselld. Sen jalkeen
tarkastellaan yleista kiertymista mielivaltaisen kiertoakselin suhteen.

Koordinaatiston pisteen (x,y,z) kiertiminen x-akselin suhteen kulman ¢ verran pisteeksi
(x',y',2") voidaan ratkaista yhtdléryhmalld, joka on esitetty alla matriisilaskennan keinoin.

1 e e X x'
@ cosyg sing yv]=|y"
B -sing cos g z z"

Kerroinmatriisi ylla on kiertomatriisi x-akselin suhteen. Vastaavasti kiertomatriisi y-akselin suhteen

cosp © -singp
e 1 e
sing @ cos g
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ja kiertomatriisi z-akselin suhteen

-sing cosg B8

cosyp sing B
[ e e 1]

Edelliset kuvaukset kiertavat pistetta siten, etta kiertosuunta on vastapaivaan katsottuna origosta
positiivisen kiertoakselin suuntaan. Matemaattisesti tarkastellen koordinaatiston pisteen kierrot
koordinaattiakseleiden suhteen ovat lineaarikuvauksia f:R3 — R3, jotka voidaan toteuttaa
matriisien laskutoimituksilla. Lineaarikuvaukselle f on aina voimassa ominaisuudet:

f(@+b)=f(@+f(b)
flca) =cf(a)
Kiertomatriiseja voidaan soveltaa myds symboliseen esitykseen eli vektorifunktioon 7(t) =

(x(t),y(t), z(t)). Esimerkiksi origokeskinen xy-tason ympyrarata 7(t) = R(cos(t), sin(t),0), joka
on kiertynyt x-akselin suhteen kulman ¢ verran, saadaan matriisitulosta

1 0 0 R cosit) R cos(t)
[ 0 cos(y) sin(p) R sin(r) | =| R cos(yp) sin(r) ]
0 —sin(y) cos(y) 0 — R sin(t) sin(g)

Kierto voidaan tehda myos jonkin muun pisteen kuin origon kautta kulkevan kiertoakselin suhteen.
Se saadaan perakkaisilla operaatioilla

1. origon siirto> 2. kierto origon suhteen - 3. siirto takaisin

Kasitelldaan aluksi koordinaattiakselin suuntaisia kiertoakseleita. Esimerkiksi jos kappale kiertdaa xy-
tason suuntaisesti ympyrarataa pisteen (xg,Yo,2,) ympari etdisyydelld R, on kappaleen
kiertoradan vektoriesitys (xy + R cos(t),yo + R sin(t), zy) (kpl 4.A). Jos nyt halutaan kallistaa
kyseistd kiertorataa niin, etta kiertoakselina on keskipisteen (x,, ¥, zy) kautta kulkeva x-akselin
suuntainen akseli ja kiertokulma on ¢, saadaan uudeksi kiertoradaksi symbolinen esitys em.
kolmen operaation avulla seuraavasti:

2.
A
( 1. |
[ | !
1 0 0 R cosif) + xp xp xp
0 cosiy) sin(p) Rsimit)+ vo |=| o ||+]| ]| =
0 —sin(p) cos(y) 0 o] 20 )
Y
ap + R cos(r) 3.
vo + R cos(y) sin(r)
znp — R sin(t) sin(g)

Tuloksesta voidaan kuitenkin nahda, etta kierto téssd erityistapauksessa, missé kiertoakseli kulkee
rataympyrdn keskipisteen kautta, sievenee hyvin yksinkertaiseksi kuvaukseksi ’siirto + kierto origon
suhteen’. YIla olevasta matriisiesityksesta saadaan helposti sievennettya tama tulos.
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VPythonissa ei ole sisdaanrakennettua matriisien algebraa, joten kiertomatriisien kaytto
symbolisten esitysten muodostamiseen tulee perustua siihen, ettd matriisin kertomisen tuloksena
syntyvd symbolinen ratakdyran esitys lasketaan valmiiksi muilla matemaattisilla
laskentaohjelmilla.

Yleisen kierron vektorifunktio (**)

Yleisessa kierrossa, missa kiertoakseli ei valttamatta ole koordinaattiakseleiden suuntainen, on
tiedossa kiertokulman suuruuden lisdksi jokin kiertoakseli seka koordinaatiston piste, jonka kautta
kiertoakseli kulkee. Myds tallainen kierto voidaan toteuttaa yhden kiertomatriisin avulla. Mikali
haluaa konstruoida ja implementoida itse mielivaltaisen pyorimisakselin suhteen toimivan ja myds
symbolisen tuloksen palauttavan kiertofunktion, on liitteessd 1 selostettu tallaisen funktion
konstruointi kvaterniotekniikkaan perustuen. Menetelman laajempi selostus Mathematican
symbolisen ohjelmoinnin keinoin toteutettuna I6ytyy julkaisusta

(Peisa 2005, http://www.kpeisa.fi/work/Quaternions%20AITC%202005.pdf ).

4.3. Objektien kiertaminen VPythonin funktiolla rotate()

Moduliin VPython on toteutettu sisddnrakennettu oma kiertofunktio rotate (), joka on
maaritelty erikseen vektoreihin kohdistettuna

newVec=rotate (vector,angle=theta,axis=vector(a,b,c))

ja graafisiin objekteihin kohdistuvana (Funktion syntaksi ja semantiikka on esitetty hyvin VPythonin
dokumentaatiossa).

obj.rotate (angle=theta, axis=vector(a,b,c))
obj.rotate (angle=theta, axis=vector(a,b,c),origin=vector(a,0,0))

Funktio rotate () toteuttaa siten numeerisesti laskemalla saman, mita edelld mainittu liitteen 1
funktio, joka tarvittaessa tuottaa myos kierretyn ratakayran symbolisen esityksen.

Siihen, kumpi toteutustapa on parempi, sisddnrakennettu funktio vai kiertoesityksen symbolinen
muodostaminen, ei ole yksiselitteista vastausta ja usein molemmat tavat onnistuvat. Keskeista on
ymmartaa, minka keskipisteen ja minka kiertoakselin suhteen kierto tapahtuu.

Tarkastellaan esimerkkind objektia, joka kiertda aluksi origokeskista xy-tason ympyrarataa r(t) =
R(cos(t),sin(t),0). Jos nyt halutaan kiertaa tata ympyrarataa x-akselin suhteen kulman ¢ verran,
saadaan edelld johdettu kierto aikaan funktiolla rotate () kiertaméalld sen paikkavektoria
seuraavasti:

newPos=R*vector (cos(t),sin(t),0)

obj.pos=rotate (newPos, p,vector(1,0,0))
t += dt

Tai edellinen esitys yhdistettyna

obj.pos=rotate (R*vector (cos(t),sin(t),0),,vector(1,0,0))
t +=dt

Talloin olipa kappale missa tahansa kohtaa t alkuperdista ympyrdrataa, saadaan uusi paikka aina
kiertamalla kyseista paikkavektoria x-akselin suhteen kulman ¢ verran.
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Objektia voidaan kiertda "kallistettuja kiertoympyroita pitkin” myos stokastisella periaatteella
kayttamalla sisaanrakennettua rotate-funktiota seuraavasti. Kierretdaan ensin kappale uuteen
kierrettyyn paikkaan seka lasketaan uusi kiertoakseli samalla tavalla. Lasketaan sitten, kuinka suuri
kulmamuutos kiertoradalla vastaa ajanmuutosta dt. Ympyraliikkeelld, jonka kiertoaika on T,
suuruus lasketaan seuraavasti (kts. kpl 4.1)

de=2*pi/T*dt.

Edellisessa esimerkissd objektia ja kiertoakselia (z-akseli) kierretdan ensin x-akselin suhteen
kulman ¢ verran. Sen jalkeen ohjelmasilmukassa kierretdan objektia saman keskipisteen (origo)
mutta uuden kiertoakselin suhteen kulman de verran.

obj.pos=rotate (obj.pos, ¢,vector(1,0,0)) # objektille uusi paikka
rotAxis= rotate(vector(0,0,1),¢,vector(1,0,0)) # uusi kiertoakseli

. Loopissa ..
obj.rotate(angle=d6, axis=rotAxis) # kiertyminen ajassa dt
t +=dt

Deterministinen  ympyralilke sopii esimerkiksi aurinko-maa-kuu -systeemin karkeaan
mallintamiseen. Johdetaan symbolinen kuun ratakdyraesitys, kun kuun kiertorata on kallistunut
maan kiertoradan muodostamaan tasoon ndhden inklinaatiokulman ¢ = 5.145° verran.

Koordinaatiston origo sijoitetaan auringon keskipisteeseen. Alkutilanteessa maa sijoitetaan x-
akselille (tai vaihtoehtoisesti z-akselille). Sen jalkeen muodostetaan kuun ympyrarata, kun se
kiertdd maata ensin maan ratatasossa. Taman jalkeen kuun rataa kierretdaan maan keskipisteen eli
kuun radan keskipisteen kautta kulkevan z-akselin (tai vaihtoehtoisesti x-akselin) suuntaisen
kiertoakselin suhteen inklinaatiokulman verran. On huomioitavaa, ettd kuun ratatason suunta
samoin kuin maan ja kuun napa-akselitkin sdilyvat kiertdessaan auringon ympadri. Tosiasiassahan
ne kuitenkin muuttuvat hiljalleen maaratyin pitkien ajan jaksoin.

Maapallon py6ériminen akselinsa ympari voidaan toteuttaa deterministiseen simulaatioon edelld
kuvatun stokastisen periaatteen ja sisaanrakennetun rotate-funktion avulla huomioimalla, etta
kiertoakseli on maan kallistettu (23,44°) napa-akseli, joka kulkee maan keskipisteen kautta.

Kuun elliptisen todellisen liikeradan mallintamiseen palataan myohemmin stokastisten
kiertoliikkeiden simulaatioissa.
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Aika: 213 days 19 hours

Kuva 5. Aurinko-maa-kuu systeemi. Tee harjoitus 8.
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5. Liikemaaran muutos ja impulssi

Liikemadra p =m7v ja liikemaidramomentti L (myds impulssimomentti, kulmaliikemaara tai
pyorimismaara) ovat kaksi simulaatioissa laajasti kaytettya kasitettd, joilla luonnossa on voimassa
lahes kaiken madraavat sdilymislait. Liikemaaramomenttia kasitelldadan myohemmin jaykan
kappaleen dynamiikan yhteydessd. Seuraavassa esitetddn peruste stokastisen simulaation
ratkaisumalliin, joka perustuu lilkemaaran ja impulssin kasitteisiin.

Liikemaadran ja impulssin kasitteisiin paastaan dynamiikan peruslaista kirjoittamalla se uuteen
muotoon (oletetaan massa muuttumattomaksi).

J— _ d J—

F=ma=md—:<=> mdv = F dt

Jalkimmainen esitys kertoo sen, ettd voiman lyhyessa ajassa dt kappaleelle antama impulssi F dt

aiheuttaa kappaleen liikemadaran muutoksen dp = m dv. Edelleen voidaan jalkimmdinen muoto
kirjoittaa muodossa

_ _ — _ m 1_71 + F dt

m @, —vy) =Fdt > v, =

Jalkimmainen esitys antaa impulssiin ja liikemaaran muutokseen perustuvan algoritmin
simulaatiolle.

1. Laske kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima Y, F

2. Paivitd kappaleen lilkemaara p+=YFdt
3. Laske kappaleen uusi nopeus v = %
4. Paivita paikka pos += v dt

Algoritmi poikkeaa vain hieman edella esitetysta dynamiikan peruslakiin pohjautuvasta muodosta.
Taman algoritmin soveltamisessa liikkemaaraa pidetaan kappaleobjektin yhtena paivitettavana
attribuuttina. Impulssiin perustuvassa mallintamisessa kiihtyvyyksia ei tarvitse kappaleille erikseen
laskea eikd paivittda. Edelld esitettyja simulaation paaalgoritmeja voi varioida monellakin
tavalla.

Impulssien laskeminen on keskeinen periaate mydhemmin erilaisiin tormayksiin liittyvien
simulaatioiden ratkaisuissa.
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6. Kiertoliikkeiden stokastisia simulaatioita

6.1. Gravitaatiovoiman alainen kiertoliike ja liikemaaran sailymislaki

Stokastisissa simulaatioissa meidan tulee tietda kappaleiden alkutilanne tarkasti, jonka jalkeen
approksimoimme niiden liiketilaa pienin askelin sen perusteella, mitd tieddmme niihin
kohdistuvista voimista.

Kun mallinnetaan taivaankappaleiden liikettd gravitaatiovoimien muodostamissa systeemeissa,
itse voimien vaikutuksen mallintaminen on usein helpoin tehtava. Pallomaiset taivaankappaleet
voidaan ajatella pistemaisiksi ja ne vaikuttavat toisiinsa toisistaan riippumattomilla keskinaisilla
gravitaatiovoimilla, joiden suunnat maaraytyvat naiden keskipisteiden valisina ja suuruudet
lasketaan Newtonin gravitaatiolailla

F;=G

mim;

r2 ’

3
missda G = 6.67384e — 11 &, my ja m, kappaleiden massat ja r kappaleiden (keskipisteiden)

valinen etdisyys. Gravitaatiovoimavektori lasketaan simulaatiossa samalla periaatteella kuin
ilmanvastuksen tapauksessa, suuruus saadaan yo. fysiikan kaavasta ja suunta kappaleiden
keskipisteiden valisesta yksikkdvektorista.

Edelld oleva liikemaaran paivitykseen perustuva algoritmi on erittdin kaytanndllinen tilanteissa,
joissa tarkasteltava systeemi koostuu esimerkiksi kahdesta gravitaatiovoiman alaisesta liikkuvasta
kappaleesta, joiden kokonaisliikemaara on nolla eli kokonaissysteemi on levossa. Liikemaaraa
paivitettdessa riittda laskea vain toisen kappaleen liikemaara, silla joka hetki toisen kappaleen
liikemaara on liikemaaran sadilymislain nojalla edellisen vastavektori. Talld periaatteella voidaan
helposti simuloida esimerkiksi kahden samaa massakeskipistetta kiertavien taivaankappaleiden
liikkeet gravitaatiovoiman vaikutuksesta, kunhan alkuasetelma saadaan maaritettya oikein.

Kuva 6. Kaksoistahtisimulaatio

Tee harjoitus 9
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6.2. Maa-kuu systeemi

Gravitaatiokentdn alaisissa stokastisissa simulaatioissa alkupaikkojen ja -nopeuksien
madrittdminen tai arvioiminen on ratkaisevaa. Siind joudutaan turvautumaan mittaamalla ja
laskemalla saatuun taivaanmekaniikan tutkittuun tietoon ja/tai ratakayrien geometriaan. Itse
liilkettd ohjaa vain gravitaatiovoima.

Tarkastellaan esimerkkind maan ja kuun systeemida ja sen
alkutilanteen maarittelya. b

Kuun kiertorata on ellipsi. Palautetaan mieliin ellipsin parametrit
a isoakselin puolikas
b pikkuakselin puolikas
¢ polttopisteiden valin puolikas (polttovali)

e eksentrisyys = polttopisteiden valimatkan suhde isoakselin pituuteen =£
Ellipsin kehan pisteet muodostavat sellaisen joukon, joiden etdisyyksien summa polttopisteista on
vakio = 2a. Edellisilla parametreilla on voimassa
b? + ¢? = a?

e = c _ |a%-b?
a a?

Taivaanmekaniikalla on tiedossa maan lyhin ja pisin etdisyys kuusta sekd kuun radan eksentrisyys
e. Merkitdan lyhin etaisyys (perigeum) on r, ja pisin etdisyys (apogeum) on 7,. Jos maan ja kuun
yhteinen massakeskipiste muodostaa origon, saadaan pisimmasta etdisyydesta laskettua maan ja
kuun alkupaikat ao. kuvan mukaisesti.

Maan ja kuun alkukoordinaattien x; ja xx laskeminen

Yimixi _ mpyxpytmgxg

0

Massakeskipiste:
Ximy my+mg

Pisin etdisyys: —xp + Xg = 1,

7 S —

1y

m ]—] — p pisin et=1,
mMVm =
7 o Kuun ellipsin k
_ Maan ellipsin kp P -
Massakeskipisteestd saadaan xx = ——2x,. Kun se sijoitetaan isimman etdisyyden
K —
lausekkeeseen, saadaan kuun alkupaikalle x, = M__ - ja vastaavasti maan alkupaikalle
K my+mg a
mg
Xy = — 1,.
M my+mg a
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Itse ellipsiratojen parametreja ei tarvitse ratkaista, koska simulaatio toimii stokastisesti.
Taivaanmekaniikan mukaisesti kevedammat massakappaleet kiertdavat suurempaa massaa pitkin
ellipsin rataa siten, ettd suurempi massa sijaitsee radan toisessa polttopisteessda. Tama pitaa
paikkaansa suhteellisen tarkasti vain silloin, kun massojen ero on hyvin suuri ja raskaamman
kappaleen liike tuskin havaittava. Esimerkiksi kuun vaikutus maan liikkeeseen on hyvinkin
havaittavaa. Oikein ilmaistuna maa ja kuu kiertdavan yhteista massakeskipistettd, joka samalla on
molempien elliptisten kiertoratojen yhteinen polttopiste. Maan ja kuun kiertoratojen toiset
polttopisteet tulevat padinvastaisiin suuntiin yhteisesta polttopisteesta. Edelld mainittujen kaavojen
avulla voidaan nyt kiinnittda maan ja kuun alkupaikat koordinaatistossa aluksi ilman kuun radan
inklinaatiokulman huomioimista. Kulma huomioidaan sitten alkupaikan kiertona.

Alkupaikkojen tarkan laskemisen lisdksi on arvioitava maan ja kuun alkunopeudet oikein. Kun ma-
kuu-systeemia tarkastellaan erillisend, on kokonaisliikemaara nolla. Maan ja kuun alkunopeuksien
suuruuksien suhde saadaan ratkaistua liikemaaran yhtalosta, kun massat tunnetaan.

MpyVpy — MgV = O

Kuun liikkeen keskimaardinen ratanopeus maan suhteen on 1.022 km/s ja kuun kierrosaika
(sideraalinen) on noin 27.322 vrk. Inklinaatiokulmalla ei ole vaikutusta alkunopeuden suuntaan,
kun alkupaikka sijoitetaan xy-tasolle. Talldin nopeusvektori osoittaa aina z-akselin suuntaisesti.

Kun simulaatio on toiminnassa, voidaan edellisten tietojen valossa arvioida kuun nopeus
aloitustilanteessa (ja laskea vastaava maan nopeus) niin, ettd kuun kiertoajaksi tulee oikea. Nain
saadaan jo todellisuutta suhteellisen hyvin vastaava maa-kuu-simulaatio. Todellisuudessa kuun
rata ei ole kovin vakio ja kuun liike sisaltaa kaksikin eri prekessioliiketta. Simulaatio toimii oikein,
mikali maa-kuu-systeemi ei vaella avaruudessa eli kokonaisliikemaara on koko ajan nolla.

Kun kuulle kokeilee eri alkunopeuden suuruuksia, huomaa, miten kuun liikerata ja kiertoaika
vaihtelevat hieman erilaisten ellipsien myota. VPythonissa voi tarkastella myds maan liikkumista
jalien avulla, kun laittaa materiaalin riittdvan ldpindkyvaksi (attribuutti opacity=0. 3).
Simulaatiossa voi tulostaa tekstikehykseen virtuaaliajan lisdksi esimerkiksi kuun ja maan valisen
etdisyyden. Talloin voi verrata myods pisimman ja lyhimman etdisyyden arvoja oikeisiin.

Alka: 10 days 10 hours
Nopeus: 1037 m/s
Etaisyys maasta: 377135206 m

Kuva 7. Maa-kuu -systeemi stokastisella simulaatiolla.

Tee harjoitus 10.
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6.3. Satelliittien kiertoradat ja Runge-Kutta-Nystrom menetelma (**)

Satelliittien lentoratoja simuloitaessa liikutaan jo toisinaan
maan ilmakehdn vyldosissa, joissa tulee mallintaa myos
vdliaineen vastusta saadakseen reaalista kayttaytymista. Se
onkin hyvin mielenkiintoinen ilmid, miten satelliitin nopeus
kehittyy ja mitd tapahtuu, kun ilmakeha jarruttaa sita
heikolla voimalla. Satelliitin lentoradan kuvaaminen 50 km —
200 km korkeuksilla havainnollistetaan parhaiten siten, etta
maapallo jatetdan kokonaan kuvaamatta tai se kutistetaan
pisteeksi origoon, ja kuvataan satelliitin paikka pelkdstaan
kiertoliikkeend origon ympari. Tama voidaan toteuttaa
asettamalla satelliitti kiertamaan koordinaattiakseleiden
muodostamassa tasossa. Kullakin ajanhetkelld ratkaistaan satelliitin kiertokulma ¢ €] — m, 7]
Pythonin funktiolla math.atan2 (y, x), joka palauttaa radiaaneissa kiertokulman vilille | —
m, ] riippuen koordinaattien x ja y etumerkeista. Satelliitin paikka kuvataan tuon kiertokulman ja
satelliitin korkeuden avulla).

IImakehdan vastusvoiman mallintamiseen voi kayttaa edelld esitettyd ilmanvastuskaavaa
muunnetuin kertoimin, mutta sen paikkansa pitavyydesta niin erikoisissa olosuhteissa kuin
termosfaarissa yli 50 km:n korkeuksilla ei ole mitdan varmaa tietoa. Kuitenkin erittdin alhaisessa
paineessa ja tiheydessa oleva aine kayttaytyy noilla korkeuksilla vield kaasumaisesti. Vastuskaavan
kertoimia voi muunnella ja yrittda saada vastaavuutta tunnettuihin tapauksiin kuten esimerkiksi
kiinalaisen satelliitin Tiangong-1 maahan syoksyyn 2018, josta I6ytyy tietoa verkosta mm. sivuilla

https://www.heavens-above.com/OrbitHeight.aspx?satid=37820.

lImantiheyden mallintaminen on myds melko ongelmallista. Voisi kuvitella, etta
regressiosovituksella (tarvitaan matemaattinen ohjelma) |6ytyy sopiva polynomi tai
eksponenttifunktio, joka sovitettuna alla olevan ilmantiheystaulukon numeerisiin arvoihin
mallintaisi tiheytta riittavan hyvin.

Lahde: http://www.taulukot.com/index.php?search id=mekaniikka termodynamiikka&Ing=fi

h (km) 0 1 2 3 4 5 10 15 20 30
p (kg/m"3) 1.22 1.11 1.01 0.91 0.82 0.73 0.41 0.19) 0.088] 0.018

h (km) 40 50 100 200 300 400 500 600 700
p (kg/m~3) | 3.9E-03| 1.0E-03| 4.9E-07| 3.3E-10| 3.5E-11| 6.4E-12| 1.5E-12| 4E-13| 1.5E-13

Nain ei kuitenkaan tapahdu ihan helposti. Polynomilla ilmenee liilan suuria kaareutumisia
ylakorkeuksilla ja eksponenttifunktio sukeltaa liian kaukaa pisteiden ohi joko ala- tai sitten
ylakorkeuksilla. Taytyykin laskea ensin logaritmit (In) tiheyden arvoista ja sovittaa logaritmisiin
arvoihin polynomi p(h) (asteluku 3 tai 5, voi kokeilla). Sen jdlkeen voi kuvata tiheyden funktiona
p(h) = ePM™_ Till3 tavalla passee ainakin 200 km:n korkeuteen niin, ettd data ja funktio
tdsmaavat erittdin hyvin. Pitda muistaa, ettd mallilla ei karsi kuitenkaan ekstrapoloida, koska
polynomista johtuen funktion kayttaytyminen muuttuu oleellisesti sovitusalueen ulkopuolella.

Koska valiaineen vastusvoima termosfaarissa on erittdin heikkoa ja gravitaatiovoiman vaikutuksen
virheet pyrkivat kumuloitumaan jokaisella kierroksella, tarvitaan tdssa Eulerin menetelmaa
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tarkempaa approksimaatiota, jona kaytetdan Runge-Kutta-Nystrom -menetelmda. Sen
kayttoonotto on selostettu liitteessa 2.

Joskus simulaatiosta haluaa rekisterdida tietoa tiedostoon myohempaa kasittelya varten jollakin
toisella ohjemistolla. Python-koodissa ascii-muotoisen tekstitiedoston (kooditiedoston kansioon)
saa kirjoitettua helposti oheisilla komennoilla.

file=open("data.cxt™, "w")
(1):
file.write("%i,%.1f")% (intVar, floatVar)

file.closel()

Tiedostoon kirjoitetaan jokaisella silmukan kierroksella, mika voi olla aivan liian tihedan. Jos aika-
askeleen dt arvo on kokonaisluku, voidaan jakojadannosoperaattorilla % helposti tulostaa vain
tietyilla ajan t kokonaislukuarvoilla esimerkiksi minuutin valein 1 £ (£t%$60) ==0. Kun dt:n arvo on
desimaaliosa sekunnista (0.01, 0.02 tai 0.05) saa tulostukset vain tietyilla ajan kokonaislukuarvoilla
esimerkiksi oheisella if-lauseella. Jos dt annettu yhden desimaalin tarkkuudella, kaytet3aan
round () funktiolle yhden desimaalin tarkkuutta.

(int(t//1)3ald==0 round(t%l, 2)==0) :
file.write (... o
Tee harjoitus 11.
Satelliitin simulaatioon liittyva teoreettinen tarkastelu [6ytyy esim. oheisella www-sivulla

https://physicsfromplanetearth.wordpress.com/2017/02/13/work-energy-and-the-satellite-drag-
paradox/?fbclid=IwAR1dTKTA69 nNmqgRKXgaE7aqMfip45malYL89b5DGjRYLVVPsGYcIXS-XEY
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7. Jaykan kappaleen dynamiikka

7.1. Kulmasuureet ja ratasuureet pydrimisliikkeiden kinematiikassa ja dynamiikassa

Kun simulaatioissa kontrolloidaan vyleisia 3-ulotteisia kiertoliikkeitd tai kappaleiden
pyorimisliikkeitd, on valttamatonta kasitellda pyorimiseen liittyvia suureita vektorisuureina.
Kinematiikan ja dynamiikan teorian rakenne kiertoliikkeissa jonkin akselin suhteen on hyvin
analoginen etenemisliikkeeseen nahden. Meilla on selkedt vastaavuudet etenemis- ja
kiertoliikkeiden suureilla.

skalaarisuureet
m massa €= hitausmomentti [

vektorisuureet kinematiikassa

T paikka € kulma @

VU nopeus <> kulmanopeus @

a kiihtyvyys <> kulmakiihtyvyys &
vektorisuureet dynamiikassa

F voima €-> voiman (vaanté)momentti T

P liikemaara €-> liikemaaramomentti L

F dt voiman impulssi €= (vdantd)momentin impulssi T dt

Tassd yhteydessa rajoitutaan kasittelemaan ns. puhdasta pyorimistd, jossa kappaleen jokainen
massapiste kiertdd ympyrarataa saman pyorimisakselin suhteen. Itse pyorimisakseli voi kulkea
minka tahansa avaruuden pisteen kautta. Jaykan kappaleen pyoriminen seka kiertdminen jonkin
akselin ympari noudattavat talléin samaa teoriaa, joka johdetaan massapisteen ympyraliikkeesta.

Hitausmomentti I (moment of inertia) on suure, joka huomioi jaykdn kappaleen pyorimisessa
massan lisdksi sen etdisyyden tai jakautumisen pyorimisakseliin ndhden. Pistemaiseksi laskettavan
kappaleen hitausmomentti I = mr?, missi r on massapisteen etdisyys ympyriliikkeen
kiertoakselista. Erilaisia kappaleiden hitausmomentteja eri tilanteissa voi katsoa taulukoista tai
laskea itse mm. Steinerin sédédnndlld (teoriaa ei téssa esitelld).

Pyorimisliikkeiden vektorisuureiden hahmottaminen vaatii mm. matematiikasta vektorilaskennan
ristitulon kasitteen ymmartamista.

axb Ristitulo
_ I J k
% axb=\|a, a, a,
- by by, b,

Geometrinen tulkinta |@ X b| = |a||b|sin(a), @ = 4(a, b)

Yleensa ristitulon laskeminen on implementoitu vektoreita kayttaviin ohjelmistoymparistoihin
valmiiksi kuten myoés VPythonissa on laita.
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Huomionarvoista on, etta ristitulovektori on aina kohtisuorassa molempia ristitulon
tekijavektoreita vastaan. Lisdksi jos tekijoiden vilinen kulma on suora (90°), niin |a X b| = |a||b|
(kts. geometrinen tulkinta). On my6s huomioitava, etta ristitulo maarittaa aina ristitulovektorin
suunnan ns. oikean kaden sdannén mukaisesti (peukalo (@ X b), etusormi (@), keskisormi (b)).

Alla olevat kulmasuureiden ja ratasuureiden matemaattiset maarittelyt ja niiden valiset yhteydet
luodaan matematiikan alueella, jota kutsutaan differentiaaligeometriaksi. Matemaattiset
maarittelyt tuottavat fysikaalisen kiertoliikkeen, jossa massapiste kiertyy origon kautta kulkevan
kiertoakselin suhteen. Kaikki vektorikulmasuureet ovat kiertoakselin suuntaisia. Kierron suunta on
myo6tdpaivaan, kun sita tarkastellaan vektorikulmasuureiden suuntaisesti.

Seuraavassa oletetaan, etta vektori ¥ on massapisteen m paikkavektori, ja kiertoakseli kulkee
origon kautta. Massapisteen m (rata)nopeuden ja kulmanopeuden vilinen yhteys saadaan
ristitulolla. Nopeusvektori on siten kohtisuorassa seka kulmanopeutta etta paikkavektoria vastaan.

Ristitulon perusteella ratanopeuden suuruus saadaan kaavasta
v = |w X r| = wrsin (),

missd 8 = <(®,7) ja r sin(f) on massapisteen m etdisyys pyorimisakselista. Kun tama etdisyys
pysyy vakiona, ristitulo antaa saman nopeusvektorin kulmasta @ riippumatta. Taman voi perustella
myos ristitulon osittelulain perusteella.

OXT+SW)=OXT+sOXD=wXT
Kun paikkavektori ¥ on kohtisuorassa pyorimisakseliin ndhden, saadaan skalaariyhtalo v = wr.

Oikean kaden sdanndn mukaan nopeuksien suunnat saadaan jarjestyksesta peukalo || v, etusormi
| @ ja keskisormi ||7. On syytd huomioida, ettd ristituloyhtdld v =@ X7 ei maarita
yksikasitteisesti ristitulon tekijavektoreita.

Vaantomomentti T (torque) aiheuttaa massalle kulmakiihtyvyyttd (analogisesti etenevan liikkeen
tilanteeseen, jossa voima aiheuttaa kiihtyvyytta).
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Yleinen pyorimisen liikeyhtdld T = I & on myds analoginen etenemisliikkeen vastaavan yhtalon
F = m @ kanssa. Kun paikkavektori 7 on kohtisuorassa pydrimisakseliin ndhden, merkitdan usein
skalaarista momenttia kirjaimella M (moment, momentti) ja merkitddn M = F r = [ a. Tall6in

kulmakiihtyvyyttd a vastaava ratasuure massalle m on tangentiaalinen kiihtyvyys, jonka suuruus
at =Qar.

Liilkemaaraa vastaavaan pyorimissuure on liikemaaramomentti L (angular momentum). Myds

siithen liittyy yleinen sdilymislaki, minka vuoksi kasitteesta kdytetdadan suomenkielessa usein myos
nimitysta pyérimismddrd.

Huom! Puhtaassa pyorimisessa liikemaaramomentti L ja kulmanopeus @ ovat yhdensuuntaiset.
Mutta esimerkiksi prekessioliikkeessd ne eivat ole. Kuten edelld todettiin, tdssa kasitelladn vain
puhdasta pyorimista.

Kun paikkavektori ¥ on kohtisuorassa pyorimisakseliin ndhden, on skalaarisuureille voimassa L =

pr=mvr =1[w. Likemdadaramomentti on tdarkeda kasite etenkin kitkallisten térmaysten
hallinnassa.
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Kun etenemisliikkeessd voiman antama impulssi F At aiheuttaa kappaleen liilkeméaardn muutoksen
m AV, aiheuttaa vastaavasti pyorimisliikkeissa ja kiertoliikkeissa voiman véddntémomentin impulssi

T dt (kulmaimpulssi eli momentin impulssi) liilkem&aaramomentin d L muutoksen eli
Tdt= (T xF)dt=dL=Idw

Kulmaimpulssista saadaan pistemaisen kappaleen ympyraliikkeen stokastiseen simulaatioon
kulmanopeuden muutoksen laskentakaava tilanteessa, jossa vaikuttava kokonaisvoima tunnetaan.

_ (FxP)dt
ow=——
I
w+=dw
Kulmasuureiden vektorimatematiikka maaraa pyorimisen suunnan siten, ettd katsottaessa
pyorimisakselin suuntaisen kulmanopeusvektorin positiiviseen suuntaan pyodriminen tapahtuu
myoOtdpadivaan. Tatd ominaisuutta kaytetadan simulaation algoritmissa kappaleen paikan
paivittdmiseen kappaleessa 4.3 esitellylla kiertofunktiolla rotate (). Seuraavassa kappaleessa

kdydaan lapi esimerkki, jossa vektorikulmasuureet ja edelld mainittu kiertofunktio ovat ratkaisun
avaimina.

7.2. 3D heilahdusliikkeen stokastinen simulointi

Taman kappaleen esimerkissd simuloidaan reaalista 3D jaykkdvartista heiluria, jossa myos
ilmanvastus on huomioitu. Stokastisessa ratkaisussa heilurin 3D liikerataa simuloidaan
erisuuntaisten voimien, ilmanvastus ja painovoima, aiheuttaman momentin impulssin avulla. Tama
ratkaisu sopii myds esimerkiksi Foucault’n heilurin simuloimiseen. Tassa esimerkissa heilurin 3-
ulotteinen heilahdusliike tuotetaan alkunopeudella, joka poikkeaa gravitaatiovoiman maaraavasta
heilahdustasosta, jolloin heilurin lilke muistuttaa kukan teralehdistoa.

3D heilahdusliikkeen algoritmi:

1. Laske heilurimassaan vaikuttavan kokonaisvoiman F aiheuttama
kulmaimpulssi dL = (¥ X F) dt, missd T on heilurimassan paikkavektori ja
pyorimisakseli kulkee origon kautta.

2. Laske impulssimomentin aiheuttama kulmanopeuden muutos

— dL
d(x)=T

w

Paivita heilurimassan kulmanopeus (kiertoakseli) @ += dw

4. Kierrda heilurimassaa kulman d¢ = w dt verran heilurin kiinnityskohdan (ja
origon) kautta kulkevan kiertoakselin @ suhteen

5. Laske heilurimassan nopeus v = @ X r (esimerkissa ilmanvastusta varten)

6. Laske kokonaisvoima F (esimerkissa ilmanvastus + gravitaatio)

Pallopinnan alkunopeusvektorin maaritys

Alkunopeuden antaminen ei ole kovin triviaali juttu. Koska heilurin liike tapahtuu pallopinnalla,
mikd tahansa nopeuden suunta ei ole mahdollinen. Tdssd voidaan kayttdaa hyvaksi avaruuden
napakoordinaatistoa ja suunnistusta, jota esimerkiksi maapallon pituus- ja leveyspiirit

MEKANIIKAN SIMULAATIOT



noudattavat. Kun annetaan alkunopeuden komponentit ndiden piirien tangenttien suuntaisesti,
saadaan kaikki mahdolliset nopeuden suunnat esitettya. Tangenttien suunnat voidaan maarittaa,
kun heilurin alkupaikka 7 tiedetaan, jolloin pituus- ja leveyspiiria vastaavat kulmat ¢, 8 voidaan
laskea (Kts. kuva alla), tai jos kulmat annetaan, alkupaikka voidaan laskea.

Madritetdadan seuraavassa avaruuden napakoordinaatisto VPython -ympdristdssa. Voimme
muodostaa avaruuden napakoordinaatiston samalla periaatteella kuin sivulla 5 on esitetty 3D
heittoliikkeen yhteydessa. Yleensd avaruuden napakoordinaatisto esitetdan niin, etta z-akseli

osoittaa ylos, mutta tdssd noudatamme VPythonin ympdristéd, jossa y-akseli osoittaa ylés (Kuva
5.).

Pisteen P = (x, y, z) asema avaruudessa esitetddn napakoordinaattien (7, ¢, 8) avulla, missa
r = pisteen etdisyys origosta
¢ = kiertokulma xz-tasossa
0 = korkeuskulma xz-tasoon nahden.

Yleensa asetetaan, ettd ¢ € [—m, ] ja O € [—g,g], mutta tdma ei ole ainoa mahdollinen valinta.

Talloin trigonometristen funktioiden sin ja cos perusominaisuuksien nojalla avaruuden kaikissa
pisteissa saadaan suorakulmaisen koordinaatiston koordinaatit seuraavilla muunnoskaavoilla:

X = rsingcosf
y=rsiné
Z = rcos@cosf

Suorakulmaisten koordinaattien muuttaminen napakoordinaateiksi onnistuu ratkaisemalla
edellisesta yhtaloryhmasta kaanteiset esitykset.

r= x?>+y?+ 22
0 = arcsin( Y >
VX2 4+ y2 + 72

@ = arctan (x,z)

Vektorin pituus r lasketaan ensin. Korkeuskulma 6 saadaan palautettua oikein, koska arcsin (%)
palauttaa aina kulman vilille [—g,g]. Kiertokulma ¢ saadaan palautettua oikein, mikali
laskentaympadristdssa on tai itse valmistaa funktion arc tan(x, z) (vastaten muotoa arc tan (z)),

missd koordinaatit x ja z annetaan erikseen, joka palauttaa kulman aina vilille [—m, 7].
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Oletetaan, etta ylla olevan kuvan mukaisesti skalaarisuureet ¢, 0, r, vy ja v, On annettu (tai
vektori 7 annettu ja ¢, 8 ja r laskettu).

Nopeusvektorit ¥, ja Dy saadaan mddrittdmdlla ensin vastaavat kulmanopeudet @, ja wq.
Kulmaa ¢ vastaavan kiertoliikkeen yksikkdvektori (7)2, |6ydetaankin helposti huomaamalla, etta se
on y-akselin suuntainen eli vektori (T)% = (0,1,0).

Kulmaa 6 vastaava yksikkévektori (Bg on aina tasolla xz, jolloin sen y-koordinaatti on nolla. Tall6in
vektori saadaan ottamalla yksikkovektori vektorista (—1;,0,7;), joka on kohtisuorassa vektoria r
vastaan (T - (—13,0,7,) = 0). Titen @y = normalize((—1,,0,7,)).

Nyt voidaan laskea vektoreiden @ ja ¥ alkuarvot, joita tarvitaan simulaation alussa.

— Vo o
Wy =Wy
— Yo ~0
Wy = —w
o= Wg
® =, + o, T=®XT

Heilurille voidaan nyt antaa alkunopeus mielivaltaiseen suuntaan komponenttien vy ja v, avulla.
Kayttaytyminen on kuten jaykkavartisella heilurilla, jolloin tadysi kierto tukipisteen ympari toteutuu
myos. Heilurin varren on helpoin ajatella olevan ohut massaton ja ilmanvastukseton, jolloin sen voi
piirtaa viivana tukipisteen ja massan valille.

Kuva 8. Reaalinen 3D-heiluri, jossa ilmanvastus huomioitu Tee harjoitus 12.
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8. Tormayksien kasittely

Seuraavissa kappaleissa kasitelladn kappaleiden tormaykset siten, ettd niissa siirrytdaan
yksinkertaisimmasta tilanteesta yleisempiin tapauksiin. Aluksi tarkastellaan pallomaisen kappaleen
tdaysin kimmoista toérmadystd eri suuntaisiin tasoihin, josta edetddn pallomaisten kappaleiden
keskinaisiin kitkattomiin ja lopulta reaalimaailman mukaisiin kitkallisiin térmayksiin. Kaikkein
yleisintd ja vaikeinta tilannetta, jossa epamadardisen muotoiset kappaleet térmaavat, ei kasitella.
Viimeinen kappale tarkastelee useiden kappaleiden térmayksien kokonaisuuden hallintaa
erilaisissa simulointiymparistoissa.

8.1. Pallon ja tason kohtaaminen

Aivan aluksi palautetaan mieliin vektorilaskennan eras tehokkaimmista menetelmistd, jolla
lasketaan projektiovektori ja erityisesti projektiovektorin pituus.

Vektorin @ projektiovektori vektorille b
a-b_ a-b_, ¢

a Ly = — _B: —
Horoib =5 5" T b

Vektorin @ skalaariprojektio vektorille b Uprojb
a-b
a ] _ —_——
proj b | bl

I~

Projektiovektorin pituus on skalaariprojektion itseisarvo

Jos yll4 olevassa esityksessd vektori b on yksikkévektori, saa skalaariprojektion laskettua hyvin
tehokkaasti pistetulolla @ - b ja projektiovektorin pituus saadaan edellisen itseisarvona.

Olkoon I_’0=(px,py,pz) tason tunnettu piste, P = (x,y,z) tasolla liikkuva piste ja .1 =
(ny, ny, n,) tason yksikkénormaali (Kuva 6.).

Huom! Tissd kappaleessa ja kaikissa myéhemmissé tasoa koskevissa esityksissd merkintd n
tarkoittaa aina yksikkévektoria.

Matematiikan oppikirjoissa johdetaan perinteisesti tason yhtalo kohtisuoruusehdosta pistetulolla
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(P —Po) " Tt = pyX + DyY + P2Z = Pxlx — DyNty — gtz = 0
PxX + PyY + P22 = PxNyx + Pyny +p;n, =d €R

toisin sanoen yleinen tason yhtalo esitetadan muodossa
ax+by+cz=d

Tama muoto ei kuitenkaan ole kovin kdyttokelpoinen ohjelmointiymparistdissa. On selvaa, etta
paikkavektori P, (tason tunnettu piste) sekd tason suunnan osoittava yksikkénormaali 7@
maarittavat tason yksikasitteisesti. Kayttokelpoisin yksikasitteinen esitys tasolle saadaan kuitenkin
parista, jonka muodostavat yksikkdnormaali n ja vakio d. Yleensa ne esitetdan jarjestettyna parina
muodossa (1, d).

Edellisen tason yhtilén johdon perusteella vakio d = Py - 71 antaa pisteen P skalaariprojektion
suunnassa M. Vakion itseisarvo antaa siten tason etdisyyden origosta. Vakio d on erittdin
hyodyllinen ja tehokas laskennan kannalta. Sen avulla voidaan tehokkaasti laskea, onko jokin piste
tasolla, ja jos ei, niin mika on pisteen etdisyys tasosta. Tama taas on tarkeaa tutkittaessa tormaako
kappale tasoon.

Tasoon liittyy viela yksi asia, joka vaatii tarkastelua ennen varsinaisten laskentakaavojen esittelya.
Tasolle voidaan aina maaritelld kaksi normaalia, jotka ovat toistensa vastavektoreita. On
ensiarvoisen tarkeaa tietda, kummalle puolelle tason normaali osoittaa suhteessa johonkin
tapahtumapisteeseen. Liitteessa 3 tarkastellaan tata ongelmaa ldhemmin. Tassa rajoitutaan
tilanteisiin, joissa tapahtumapisteet oletetaan olevan silla puolella tasoa, jonne normaali osoittaa.

Yksinkertaisimmin pallon térmadaminen tasoon voidaan mallintaa kitkattomasti ja tdysin
kimmoisasti pelkdstaan vaihtamalla nopeuden normaalinsuuntaisen komponentin etumerkki
tormayksen tapahduttua (kitkattomuuden vuoksi tason suuntainen ei muutu). Tama edellyttaa
nopeusvektorin jakamista kahteen komponenttiin, normaalin v,, ja tason suuntaiseen Uy, mika
voidaan toteuttaa skalaariprojektion avulla.

v,=-n)n
V=0 —7,
v =7, -7,
Tormayksen tapahtumisehto saadaan tason vakion ja normaalin avulla ehdosta
P-n—-d<r, (1)

missd r = pallon side ja erotus P-71 — d ilmoittaa pisteen P kohtisuoran etdisyyden tasosta
(1, d). Ehto toimii (ilman itseisarvojakin) kaikissa tilanteissa, kunhan huolehditaan, etti piste P
sijaitsee normaalin osoittamalla puolella tasoa.
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Tormayksiin liittyy hyvin yleinen algoritmillinen ongelma, kappaleiden jumittuminen toisiinsa.
Useimmiten tama johtuu siitd, etta laskennallisesti kappaleet tunkeutuvat térmayksissa toistensa
sisdan. Kun nopeuden suunta on vaihdettu, ne eivat valttamatta ole irtaantuneet toisistaan
seuraavassa tarkistusvaiheessa. Talldin tormadysehto toteutuu uudelleen ja nopeuden suunta
vaihtuu myds uudelleen.

Yksinkertaisin tapa, joka useimmiten toimii, on vain peruuttaa edellinen siirtyma jokaisen
tormayksen yhteydessa ennen uuden nopeuden vaihtamista. Helpoitenhan se tapahtuu paikan
paivitykselld pos —= v dt.

Seuraavissa kappaleissa kasitellddan pallomaisten kappaleiden keskindisten térmayksien hallintaa
impulssiperiaatteella ja niissa esitellddn lisdd keinoja hoitaa tuo edellda mainittu
jumittumisongelma.

8.2. Impulssiperiaate ja pallomaisten kappaleiden kitkaton térmays

Merkitdan J on voiman aiheuttama impulssi. Kun pallomaiset kappaleet térmaavat kitkattomasti,
tormayksen vaikutussuora kulkee kappaleiden massakeskipisteiden kautta. Taman perusteella
voidaan impulssin suuruus laskea.

Kappaleiden saamat impulssit ovat yhtd suuret mutta vastakkaissuuntaiset. Liikemaaran
sailymisen nojalla:
P =P+

1_72’ =P2t).=p2—]1
Tormayksen kimmoisuuden astetta mallinnetaan sysayskertoimella e, joka kuvaa sitd, kuinka suuri
osa kineettisesta energiasta muuttuu térmayksessa johonkin muuhun energiamuotoon seuraavalla
tavalla:
Uz —Uq

U, —u =e(v; —1v,) e = mm—

Sysdyskerroin e saa arvon 0 tdysin kimmottomassa (u, = u;) ja arvon 1 tdysin kimmoisassa
tormayksessa. Jalkimmainen seuraa siitd, ettd sekd liike-energia ettd lilkkemaara sailyvat taysin
kimmoisassa tormayksessa (yhtaloparin kasittely ohitetaan).
mlvl + mzvz == mlul + mzuz
1 1 1 1

2 2 2 2
—Mv1° + My, = —myu° + —myu

ﬁuz_ulzvl_vz
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Simulaatiossa sysdyskertoimelle tulee antaa kokeilemalla arvo, jolla kdayttaytyminen on reaalisinta.
Sysdyskerroin voi olla my6s negatiivinen (esimerkiksi luoti lavistdd hauraan materian) tai myos
suurempi kuin 1 (tormayksessa vapautuu lisdenergiaa esimerkiksi rajahdyksesta).

Seuraavassa tarkastellaan impulssiperiaatteen matemaattista perustaa ja johdetaan
laskentakaavat, joilla simulaatiossa nopeudet paivitetdan térmayksissa. Ratkaisun idea on se, etta
toisaalta voimme geometriasta selvittdd impulssin vaikutussuunnan, ja toisaalta liikemaaran
sailymisen yhtaldistd voimme ratkaista impulssin suuruuden. Ratkaisu edellyttds, ettd jaamme
nopeudet komponentteihin, jotka ovat impulssien vaikutussuoran suuntaiset (alla alaindeksi j) ja
sen kanssa kohtisuorassa. Jalkimmaiset eivat vaikuta tormayksessd, koska kitkaa ei ole. Tall6in
riittaa, etta tarkastelemme pelkastaan vaikutussuoran suuntaisia nopeuksia myds sysdyskertoimen
osalta. Nopeudet voidaan esittdaa nyt skalaarisuureina, joiden etumerkit maaraavat suunnan.

Saamme seuraavan yhtaléryhman.
miUy; = myvyj —J
MylUyj = MyVy; + ]
_ Uz2j U1
V1j=V2j
Ratkaistaan yhtdloryhmastd kolme tuntematonta u, ;, u,; ja J, jolloin impulssille J voidaan saada
pienen ryhmittelyn jalkeen seuraava laskentakaava:

(1+e)(Wyj—vz))

J=—= T

mi1 my

Laskentakaavassa nimittdjassa on lauseke kirjoitettu muotoon m—+m— erityisesta syysta. Jos
1 2

toinen kappale on hyvin massiivinen, jonka nopeuden voi ajatella tormayksessa pysyvan
muuttumattomana, paljastaa esitysmuoto, ettd sitd koskeva massalauseke voidaan jattaa pois,

1
koska — = 0.
m
Tormayksen vaikutussuoran suunta on sama kuin térmayskohdan pinnan normaalin 7@ suunta.

Talloin impulssin laskentakaavassa nopeuksien erotus v;; — v,; saadaan laskettua kappaleiden
(térmaavien pintojen) suhteellisen nopeuden

V, =V, — U, (2)

ja normaalin n skalaariprojektiona v, - . Suhteellista nopeutta voidaan pitaa nopeutena, joka
toiselle kappaleelle muodostuu vastaavassa tormadyksessd, missa toisen kappaleen nopeus on
asetettu nollaan (pdakoordinaatiston vaihto toiseen kappaleeseen). Suhteellinen nopeus voidaan

ajatella jaettavaksi kahteen komponenttiin, joista toinen on normaalin suuntainen ja toinen
kohtisuorassa sita vastaan.

Impulssin suuruus voidaan nyt laskea muodossa:
(1+e)|v,n|
] =—= T (3)
_+_
m3 mp
ja nopeudet voidaan paivittaa seuraavasti (normaali n valittu massan 1 nopeutta vastaan):
vi+=Jn/my
1_72+= _] n /mz

(4)
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Kaavan (1) avulla laskettuun térmayksen tapahtumisehtoon ’ Pallojen viilinen etdisyys pitdd olla
alle 2xsdde’ voidaan lisata myoOs toinen lisdehto, jolla on tarkoitus estdd jumittuminen. Kun
suhteellinen nopeus on madritelty kappaleesta 1 kasin eli v,, = v; — V,, on positiivinen suunta
kappaleen 1 massakeskipisteestda poispdin. Jos laskettu pinnan normaali  osoittaa myds pois
kappaleesta 1 kohti kappaletta 2, kertoo pistetulon U, * T etumerkki sen, ovatko kappaleet
siirtymdssé kauemmaksi toisistaan vai ldhentymdssa.

v, n<0e 2v,n) >90° (5)

Negatiivinen tulos merkitsee, etta vektoreiden valinen kulma on yli 90° ja tormadysta ei synny.
Molempien ehtojen toteutuminen merkitsee, ettd kappaleet ovat tormaamadssa. Talléin on usein
valttamatonta siirtda kappaleet irti toisistaan ennen uuden nopeuden soveltamista, jotta
jumittumista ei tapahdu.

8.3. Pallomaisten kappaleiden kitkallinen tormays

Kun pallomaiset kappaleet térmaavat kitkallisesti, on kappaleiden py6rimisnopeudet ja
hitausmomentit huomioitava. Pintojen normaalin suuntaisen impulssin laskeminen ei eroa
kitkattoman térmayksen tapauksesta muuten, kuin laskettaessa térméaavien pintojen suhteellista

nopeutta V,. pitaa pyodrimisliikkeet ottaa huomioon.

Merkitadan R, ja R, ovat pallojen sateet ja m kappaleen 1 pinnan normaalin yksikkdvektori
tormayspisteessa. Talldin térmaadvien pintojen todelliset nopeudet ja suhteellinen nopeus ovat
ennen térmaysta

V] =7+ XRN

U, =V, + Wy X (—R,N)

1_71- = 171- vz (6)

Merkitaan tormayksen vaikutussuoran eli normaalin suuntaista impulssia alaindeksilld n ja sen
kanssa kohtisuorassa olevaa tangentiaalista impulssia indeksilld t. Nyt J =], +J,, missd J,
lasketaan edelleen kaavalla (3) kdyttden kaavan (6) mukaista pintojen valista todellista suhteellista
nopeutta.

Kitkavoiman aiheuttama tangentin suuntaisen impulssin suuruus syntyy pintojen liukuessa
hivenen toistensa ohi térmayksen aikana. Kitkavoiman maaritelman mukaan F,, = u F,, missa F,
on pintojen viélinen (keskimaardinen) normaalivoima, joka puolestaan tuottaa normaalin
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suuntaisen impulssin J, sekd u on kitkakerroin. Talléin tangentiaalisen impulssin suuruus
lasketaan kaavalla

t=ukdt=pj, (7)

Erityisesti kovien esineiden tormayksissa kitkakerroin u ei kuitenkaan voi olla sama kuin vastaavien
pintojen liukukitkakerroin, koska tangentiaalisen impulssin suuruus kasvaa selvasti epareaaliseksi.
Muutenkin tangentiaalisen impulssin vaikutuksen havaitseminen térmayksissa on vaikeaa. Kovien
Curling -kivien kohdalla kerroin i on asetettava hyvin pieneksi.

Tangentiaalisen impulssin suunta riippuu suhteellisen nopeuden D, suunnasta, joka on sama
molemmille kappaleille. Normaalin suuntainen impulssi vaikuttaa vain massakeskipisteen
etenemisnopeuteen, mutta tangentin suuntainen impulssi vaikuttaa sekd edelliseen ettd myos
kappaleiden kulmanopeuteen.

Kohtisuora tangentin suuntainen yksikkdvektori térmdyskohdassa lasketaan vektoreiden v, ja n
seka edellisen vektoriprojektion avulla.

t = normalisoi(v, — (¥, - ) N) (8)
Tangentiaalinen impulssi saadaan nyt laskettua etumerkkia vaille kaavasta
Je = wht, (9)

missa etumerkit tormaaville kappaleille ovat vastakkaiset. On huomioitavaa, ettd mikali
suhteellinen nopeus on normaalin suuntainen, tulee tangentiksi 0-vektori, jolloin myds
tangentiaalinen impulssi on nolla kuten pitaakin.

Kappaleiden keskipisteiden etenemisnopeudet paivitetaan nyt kaavoilla

]_ = ]_t +]_n
v,+=]/m
v,+=—J/m,
Tangentiaalisen impulssin muuttamat kulmanopeudet paivitetaan kaavan
— (rxF)dt . .
dw = —— mukaisesti.
®+= (R7) X Jr/1;
(11)

= (R;n) x J /I,

@yt+= (—Rzﬁzx(—fT)

2
Jalkimmaisessd kulmanopeuden kaavassa miinusmerkit ovat mukana sen vuoksi, ettd ne
havainnollistavat vastakkaisia suuntia. Toisaalta kappaleen 2 normaalin suunta on vastakkainen ja
toisaalta tangentiaalinen impulssi pyrkii muuttaman pallon 2 kulmanopeutta vastakkaiseen
suuntaan. Miinusmerkit kumoavat toistensa vaikutuksen.

Kaavat (1) — (11) toimivat samalla algoritmeina, joilla kitkaton tai kitkallinen pallomaisten
kappaleiden tormaaminen voidaan ohjelmoida.
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8.5. Useiden kappaleiden tormayksien hallinnasta

Ratkaistavien algoritmillisten ongelmien piiriin kuuluu myos se, kuinka kaikki tormaykset pystytaan
hoitamaan oikeassa jarjestyksessa. Automaattisten fysiikkamoottoreiden yleinen ratkaisuperiaate
on se, ettd vapaa liikkuminen, tormaysten havainnoiminen ja niiden kasittely pidetdan erillisina
toimintoina. Fysiikkamoottoreissa objekteihin liitetddn pintoja myotailevia yksinkertaistettuja
tormaysten havainnointirakenteita. Ne ovat tapahtumien kirjaajia, jotka tarkkailevat
seuraamaansa kappaletta yleensa hieman suurempaa ymparoivaa tilaa ja pitavat kirjaa siita, mitka
muut objektit ovat tunkeutuneet tdhan tilaan. Samoin ndma havainnoijat ajavat automaattisesti
maaratyt tormaysten kasittelyfunktiot, joihin ohjelmoija voi kirjoittaa koodiansa.

Omien tormayssimulaatioiden rakentamisessa VPythonissa ei ole mahdollista kdyttda valmista
fysiikkamoottoria eikd automaattisia tormaysten havainnoijia. Térmaysten hallinta on hoidettava
siten itse. Ratkaisu voi olla esimerkiksi seuraava:

Kaikki tilassa liikkuvat kappaleet luetteloidaan niin, ettd ne voidaan identifioida
tallennusrakenteista. Kaikille mahdollisesti tormaaville pareille muodostetaan 2-ulotteinen
taulukko, jossa kuhunkin alkioon a;;, i # j, liittyy tieto (True/False) siitd ovatko kappaleet i ja j
tormaamassa. Oletuksena on siis False. Itse asiassa taulukosta riittaa lapikayda vain lavistdja ja sen
ylapuolinen kolmio, jolloin jokainen pari on lapikayty.

Simulaation silmukassa kullakin toistokierroksella ensin siirretadan vapaasti liikkuvia kappaleita. Sen
jalkeen tarkistetaan ja kirjataan ylos kaikki mahdolliset tormaavat parit. Viimeisena vaiheena
valitetdan kaikki tormaavat parit tormaysten kasittelijalle ennen kuin siirrytdan taas vapaaseen
siirtymiseen. Nain mahdollistetaan se, ettd tormayksien kasittelyn aikana ei tapahdu kappaleiden
vapaata liikkkumista, mika yleensa riittaa estamaan kappaleiden liikkeiden “karkaamisen kasista”.

Tormaavien kappaleiden jumittuminen on myos valttamaton seuraus jossakin vaiheessa ilman sen
hoitamista. Sen voi tehda esimerkiksi siirtdamalld toisiinsa tunkeutuneet kappaleet erilleen
tormaystilanteessa (kts. kpl 8.2 loppu).

Useiden kitkattomien pallomaisten kappaleiden térmayksien hallinta-algoritmi:

Recording structures:
List(s) of colliding bodies
Table(s) of colliding pairs initialized by False

1. ApplyMoving ()
free moving (flying, sliding, ..)

2. CheckForCollision ()
repeat for each possible colliding pair
compute relative velocity (suhteellinen nopeus)
compute unit normal
if (distance < minimum)
move bodies off to prevent jamming
if (bodies are moving toward each other)
set colliding pair = True
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3. Repeat for each colliding pairs in array
if (colliding pair == True)

onCollision(colliding pair)
compute relative velocity
compute unit normal
compute impulse
update velocity affected by the impulse
update position

set colliding pair = False

Kitkallisten tormaysten hallinta eroaa edellisesta siina, ettd myos kappaleiden kulmanopeuksista
on huolehdittava térmayksien kasittelyssa. Laskettaessa suhteellista nopeutta on kappaleiden
kulmanopeuksien vaikutus pintojen térmaysnopeuteen huomioitava. Lisdksi tormaystilanteissa on
laskettava ja huomioitava tangentiaalisen impulssin vaikutus sekd etenemisnopeuteen ettd myos
kulmanopeuteen sivujen 37-38 mukaisesti. ltse tormaysten kasittelyn algoritmi ei muutu.

Kuva 9. Kitkaton tormays Tee harjoitukset 13 ja 14.

Kiven suuntaus (-0.1 - 0.1) rad Lahtonopeus (5-30)m/s Alkukulmanopeus (-2.0 - 2.0) rad/s Liukuun | Alkutilanne

Kuva 6. Kitkallinen tormays, curling-kivet Tee harjoitus 15.
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10. Liitteet
Liite 1 Kiertofunktio

Tehtivana on konstruoida kiertofunktio, joka kiertda 3D koordinaatiston pisteen P = (Px» Dy, D7)
pisteeksi P’ origon kautta kulkevan mielivaltaisen pydrimisakselin 7 = (vx,vy, vz) suhteen kulman
a verran. Funktio muodostetaan kvaterniotekniikkaa hyddyntamalla mutta ilman
kvaternioalgebran laskentafunktioita konstruoimalla 3 x 3 kiertomatriisi R, joka toteuttaa halutun
kierron matriisioperaationa

P =R.P (1)

Kvaternio g on reaaliluvuista muodostettu nelikko, jolle voidaan esittaa seuraavat esitysmuodot:
q=w,x,y2z)=w+1, (2)

missd U = (x,y,z) € R3 on vektori ja muut symbolit reaalilukuja. Kvaternioille tulee maaritell3
omat laskutoimitukset, minka esitys (2) jo osoittaa. Reaaliluvun ja vektorin yhteenlasku ei ole
sallittu operaatio ilman, ettd ne maaritellaan kvaternioiksi. Menematta tarkemmin kvaternioiden
laskutoimituksiin, todetaan tassa, etta yksikkokvaternio

q = (W, X0, Yo, Zo), |éj|=\/wg+x§+y02+zg=1

voidaan liittdd annettuun konstruointitehtdavaan siten, ettd sen alkiot wy, xy, Vg ja zo pitavat
sisallaan tiedon kiertokulmasta ja origon kautta kulkevasta kiertoakselista. Yksikkovektorille 16ytyy
aina esitysmuoto

g =cosO +singu’,

mista kiertokulma ja kiertoakseli saadaan. Reaaliluvusta w, = cos 8 saadaan kiertokulma, joka on
26, seka vektorista U = (xq, Vo, Zo) = sin O U° tai tietenkin myds yksikkdvektorista u° saadaan
kiertoakseli.

Nain ollen, kun kierretdan pistettd P = (px» Dy, p7) origon kautta kulkevan kiertoakselin v =
(vx, vy, vz) suhteen kulman a verran, muodostetaan ensin seuraava yksikkokvaternio:

4 = cos (%) +sin (%) 7% = (cos (%) ,sin (%) v?, sin (%) vy, sin (%) v2) (3)
missd ° on vektorin ¥ yksikkdvektori.

Voidaan osoittaa, ettd yksikkdkvaternio (3) toteuttaa pisteen P = (P Dy, P2) Y& mddritellyn
kierron kvaternioiden laskutoimituksella

P'=q-P-q7, (4)
. . oAl a . a\ —o = D . 3 /] /] /]
missa konjugaatti §~* = cos (E) —sin (E) V° sekd P =(0,py,py,pz) ja P'=(0,p"s,0'y,0"2)
ovat vektoreiden P ja P’ kvaternioesityksia.

Seuraavaksi kiertomatriisin  konstruoimiseksi tarvitsemme kvaternioiden kertolaskun (*)
maarittelyn, joka voidaan esittdaa vektorilaskennan operaatioilla seuraavasti:

g1 qz = Wy + U)Wy +Uy) = wiw, + will; + wolly + Uy X U, (5)

Nyt voimmekin konstruoida kiertomatriisin R ilman kvaternioalgebran laskentafunktioita.
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Kayttamalla yhtaloita (3), (4) ja (5) voimme ratkaista symbolisen esityksen halutulle
kiertomatriisille vertaamalla symbolista kiertomatriisin tulosta R.P yhtiléstd (5) saatavaan
tulokseen. Toki aika paljon sieventamistd ja symbolista prosessointia saa tehda alla olevan
sievennetyn esityksen (6) saamiseksi. Huomioitavaa on, ettd yksikkokvaterniolle § =

(90, 9x, 9y, q2) ON voimassa ax + quz +q% =1-qg, koska |[§] = 1.

Kiertomatriisi R, joka kiertda koordinaatiston pisteen P = (Px» Py, Dz) oOrigon kautta kulkevan
mielivaltaisen pyo6rimisakselin v = (vx,vy,vz) suhteen kulman a verran, konstruoidaan
yksikkdkvaternion

d=-cos (%) +<in(%)5° = (cos (%) <in (%) 10 cin (%) 10 <in (£) 0
q = cos (2) +sin (2) v’ = (cos (2) ,sin (2) vy, Sin (2) vy, sin (2) v;)
komponenteista, joita merkitdan seuraavassa esityksessa lyhyesti symbolein (g0, gx, qy, qz).

2902 +2gx* -1 2gqxqy—2q0qz 2q0qy+ 2gxqz
R=| 2gxqy+2q0qz 2q0%+2qy?—1 2qyqz-—2q0gx (6)
2qxqz—2q0qy 2q0qx+2qyqz 2q0%+2qz® -1

Ohessa vielda matriisin esitys koodaukseen sopivammassa muodossa:

R={{2*q0"2 + 2*gx"2 - 1, 2*qgx*qy - 2*q@*qz, 2*qO*qy + 2*qgx*qz},
{2*gx*qy + 2*q@*qz, 2*q0"2 + 2*qy”2 - 1, 2*qy*qz - 2*q@*qx},
{2*gx*qz - 2*qg@*qy, 2*gO*qx + 2*qy*qz, 2*gqe"2 + 2*qz"2 - 1}}

Edelld olevan konstruoinnin mukaisen kierron R. P voi toteuttaa helposti yhdessa funktiossa, jossa
argumenttina annetaan kierrettiva vektori P, kiertokulma a ja kiertoakseli ¥. Funktion voi
laajentaa tapaukseen, jossa pyorimisakseli ei kulje origon kautta. Tall6in toimitaan samoin kuin
kiertojen yhteydessa sivulla 16 on esitetty eli periaatteella siirto origoon — kierto origon kautta —
siirto takaisin.

Huom. 1. Vaikka saamme yksikasitteisesti saman kierron sekd yhtalon (1) mukaisesti kuin myds
yhtdlon (4) mukaisesti, eivdt ndma operaatiot ole tdysin isomorfiset. Nimittdin kutakin
kerroinmatriisia kohti 16ytyy kaksi yksikkokvaterniota g ja —4, jotka tekevat saman kierron eli

PP=q-P-g'=C9 P (=4
Huom. 2. Matriisille R on kiertomatriisina oltava voimassa R.RT = RT.R =1 ja det(R) = 1.
Tietokonearitmetiikassa syntyy laskennassa usein pyoristysvirheita, jotka saattavat tuottaa myos
konstruoitavaan kiertomatriisiin hieman virheellisid alkioita, niin ettd edelld olevat ehdot, joita
voidaan kayttdaa tarkistuksessa, eivat tarkkaan ottaen toteudu. Usein likiarvoistamalla
itseisarvoltaan hyvin pienet luvut nolliksi virhe poistuu.

Liitteessa 1 olevan menetelman laajempi selostus Mathematican symbolisen ohjelmoinnin keinoin
toteutettuna I6ytyy julkaisusta

Peisa 2005, http://www.kpeisa.fi/work/Quaternions%20AITC%202005.pdf.
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Liite 2 Runge-Kutta-Nystrom -menetelma 3D kineettisissa simulaatioissa

Stokastisissa menetelmissa on tilanteita, esimerkiksi satelliitin kiertoradan simulointi, joissa Eulerin
menetelmd tuottaa jatkuvasti hieman liilan suuren arvon satelliitin korkeudelle eli virhe
kumuloituu. Virhettd voidaan pienentda pienentamalla aika-askeleen pituutta. Mutta siindkin
tulee raja vastaan, jolloin simulaation esittaminen alkaa hidastua liikaa.

Edelld olevan kaltaisten ongelmatapausten yhteydessa voi kdyttaa paranneltuja menetelmia kuten
tdssa esitettdvdd Runge-Kutta-Nystrom (R-K-N) -menetelmas, joissa virhettd pyritdan
pienentdmaan ilman, ettd askelpituutta tarvitsee lyhentaa.

Matemaattisesti tassa esitetty menetelma on sama kuin yleisen 2. kertaluvun differentiaaliyhtélon

y'®=fty.y"), y(to) = yojay'(to) =¥
numeerinen ratkaiseminen R-K-N -menetelmallda. Tdma menetelmd sopii suoraan etenevan

liikkeen simuloimiseen sivulla 7 olevan algoritmin mukaisesti. 3D simulaatioissa tarkastellaan
talloin vektoriarvoisia funktioita differentiaaliyhtalossa

r'(t) = fF 1) eli a(t) = f(r,).

Vektoriarvoinen funktio f(7, V) palauttaa kappaleen kiihtyvyyden. Se voi sisiltda seka paikkaan 7
ettd nopeuteen V liittyvia lausekkeita. Kiihtyvyys maaraytyy kappaleeseen vaikuttavista voimista,
jotka voivat olla paikkaan (gravitaatiovoima) tai nopeuteen (ilmanvastus) liittyvia.

R-K-N -menetelmdssa ikdan kuin tunnustellaan tuntemattoman ratakdyran 7(t) ja nopeuden v(t)
muutoksia siirryttdessa eripituisin askelein eteenpain. Lopuksi muodostetaan tunnustelujen
tuottamien arvioiden ”erdanlaiset” painotetut keskiarvot nopeuden muutokselle dv ja paikan
muutokselle dr. Sitaatit sen vuoksi, ettd nuo kertoimet maaraytyvat tosiasiassa Taylorin
polynomin mukaisesti.

Tunnetussa paikassa ¥ ja tunnetulla nopeudella v ajanhetkelld t liikkuvalle kappaleelle lasketaan
"tunnusteluarviot" aika-askeleella dt:

l.arvio dr;=vdt

dv, = f(r,v) dt
2.arvio dr,= W+ %dﬁl) dt

4T, = f(F +3d7,, +5dB;) dt
3arvio df; = (U+5dD,)dt

ATy = f(F +1d7,, 7 +5d7,) dt
4.arvio dr, = (v +dvz)dt

dv, = f(r + dr;, v + dv;) dt

Lopuksi lasketaan muutokset

v = - (dV, + 2dP, + 2dV; + dP,)
dF = 2 (dFy + 2dT, + 2dT5 + dF,)

Koko edellinen laskenta voidaan antaa erillisen funktion suoritettavaksi, jolle argumenttina
annetaan dt, 7 ja v. My0s funktio f(7, V), joka laskee kiihtyvyyden, voidaan toteuttaa erillisend
itsendisena funktiona, jolloin R-K-N -funktiosta tulee suoraan ylld olevan maarittelyn mukainen
esitys.
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Liite 3 Kierron suunnan maarittaminen tason pisteiden kautta

Tason voi maaritella yksikasitteisesti 3D avaruudessa yhden tason tunnetun pisteen ja tason
normaalin avulla. Tason (i, d) voi méaaritella myds vektoreiden ristitulolla kdyttden kolmea tason
pistettd A, B ja C, jotka eivat ole samalla suoralla. Oheisen kuvan mukaisesti lasketaan ensin

yksikkdnormaali 1, jonka jalkeen lasketaan vakio d pistetulolla jonkin karkipisteen kanssa d = n -
A.

Mutta kumpaan suuntaan tason normaali pitda asettaa osoittamaan eli kumpi on tason etupuoli ja
kumpi takapuoli? Tama ongelma nousee vastaan esimerkiksi tilanteessa, jossa kappale térmaa
tasoon, jota edelld oleva kolmio edustaa. Térmayksessa kappaleet usein tunkeutuvat tason toiselle
puolelle. Miten tietokoneen ohjelma voi tietdd, kummalle puolelle tason normaali osoittaa?
Vastaus on, ettei mitenkdaan pelkdastdan tason pisteiden avulla. Me emme voi paatella 3-
ulotteisessa avaruudessa lueteltujen monikulmion pisteiden avulla, mihin suuntaan asetettu

normaali osoittaa, ellemme samalla tiedd, ovatko pisteet

lueteltu normaaliin  ndahden
myotdpaivaan vai vastapaivaan.

2-ulotteisessa avaruudessa katselemme aina tasoa vain yhdelta suunnalta eli ikdan kuin "ylhaalta”.
Talléin voimme selvittda laskemalla, onko kolme ei-samalla-linjalla olevaa pistetta lueteltu
myo6tdpaivdan vai vastapaivaan. Tama voidaan perustella esimerkiksi vektoreiden ristitulon avulla.
Koska tarkastelemme 2D pisteitd, on meidan kuitenkin lisattava kolmas ulottuvuus, jotta voimme
soveltaa ristituloa. Pisteisiin lisatdan O kolmanneksi koordinaatiksi, jolloin kasittelemme edelleen

samaa tasoa mutta 3-ulotteisen avaruuden aliavaruutena. Lasketaan ristitulo perakkaisten
pisteiden muodostamille vektoreille samaan suuntaan kierrettyna.

(Xg-yg-o)

=]

ax b =(00,—x,y; +X3y1 + X1¥2 — X3Y2 — X1¥3 + X2¥3) =
= (0,0,(x; —x1)(y3 —¥2) — (x3 = x2)(y2 — y1))

MEKANIIKAN SIMULAATIOT



Edella ristitulon 3. koordinaatti, joka voidaan esittaa sivujen pdatepisteiden koordinaattien
erotuksien ristitulona, on positiivinen (oikean kaden koordinaatistossa), jos ristitulovektori
osoittaa ylos, jolloin pisteet on lueteltu vastapaivaan. Jos 3. koordinaatti on negatiivinen, osoittaa
ristitulovektori alas ja pisteiden jarjestys on annettu myotapaivaan.

3-ulotteisessa avaruudessa me emme voi madritelld kolmion karkipisteiden maarittaman kierron
suuntaa, koska tasoa voidaan katsoa kahdesta vastakkaisesta suunnasta, jolloin saamme
painvastaiset tulokset. Mutta jos kiinnitetddn piste, josta kolmea pistettd katsotaan (piste Q
kuvassa, esimerkiksi tason kohtaava kappale), voidaan kolmen ei-samalla-linjalla olevan pisteen
muodostaman kierron suunta maaritelld. Tama tapahtuu esimerkiksi skalaarikolmitulolla.

Ol

taxb
\
]
1
1
1
\
a |

(X3.Y3,0)

QI

(szyz-o)

c-axb>0 o kulmaa terdva (< 90°),

Mikali kuvanmukaisesti kolmen pisteen jarjestys on vastapaivaan, osoittaa ristitulovektori ”ylos”
kolmion tasosta. Tall6in piste Q sijaitsee samalla puolella kuin ristitulovektori, jos ja vain jos

ristitulovektorin ja vektorin ¢ valinen kulma on terava, jolloin pistetulo > 0 eli skalaarikolmitulo on
positiivinen.

Edellinen merkitsee toisaalta my0s sitd, ettd jos pisteiden lisdksi tiedetdan tallennettu pisteiden
kiertosuunta asetettuun normaaliin ndhden, voidaan siita paatellda normaalin suunta pisteeseen Q
ndhden ja se, sijaitseeko piste Q kolmion edustaman pinnan etu- vai takapuolella.

Kolmioiden muodostaman mesh-rakenteen, jolla kappaleet tyypillisesti ymparoidaan 3D

tietokonegrafiikassa, kasittely onkin melkoista kirjanpitoa. Kolmioiden karkipisteiden lisdksi
tallennetaan paljon muutakin tietoa mm. se, onko pisteet lueteltu vastapdivdisessd vai

myétdpdivdisessd jdrjestyksessd suhteessa asetettuun normaaliin. Mesh-rakenteen kasittely on
kuitenkin taman dokumentin tarkastelun ulkopuolella.
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